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TALASI
1. Uved

Talas pretstavlja preno3enje poremecaja (energije i impulsa) u prostoru na rastojanjima koja su
mnogo veca od amplitude oscilovanja Cestica sredine koja prenose talas. Dakle poremecaj se prenosi
kroz prostor pri ¢emu se Cestica sredine ne premestaju nego osciluju oko svojih ravnoteznih polozaja.
Poznato je da postoje tri vrste talasa: mehanicki, elektromagnetski i materijalni'. Kod mehaniCkih talasa
Cestice sredine su deli¢i materije u gasovitom, teGnom i Cvrstom stanju koji osciluju (sabijaju se i Sire
ili prosto samo kre€u) oko ravnoteznih polozaja. Elektromagnetske talase u materijalnoj sredini prenose
naelektrisanja bilo da su vezana (nepokretna) kao u dielektricima bilo da su slobodna (pokretna) kao
u metalima. Elektromagnetski talasi se takode prostiru i u vakuumu iako ne postoje Cestice sredine u
“materijalnom” smislu kakve mi poznajemo. Materijalni talasi se pridruzuju subatomskim Cesticama
da bi se opisao njihov polozaj, impuls i sl. U ovom tekstu bavicemo se mehaniCkim talasima sa kojim
se najCe3Ce sreCemo u praksi. Neki od mehaniCkih talasa su i vidljivi golim okom (npr. transverzalne
oscilacije zategnute Zice) pato pomaze u velikom broju izvodenja. Na primeru mehanickih talasa mogu
se napraviti brojne analogije sa ostalim talasima i na taj naCin olak3ati njihovo razumevanje.

v

—> Pravac prostiranja talasa

S

N~ Oscilovanje delica Zice

(@ Prostoperiodiéno generisanje talasa

¥

— vaac. pro;nranjd talasa

“— QOscilovanje delica opruge
o Prostoperiodi¢no generisanje talasa
¥

—~4> Pravac prostiranja talasa I

A

\— Decli¢ zice koji nije zahvacen talasom l
(e
Slika 1. a) Generisanje transverzalnih talasa na zategnutoj Zici. Delici Zice osciluju normalno na pravac prostiranja
talasa. Elasti¢na sila izmedu delica Zice je sila kojom je zategnuta Zica; b) Generisanje longitudinarnih talasa u
opruzi. Deliéi opruge osciluju u praveu prostiranja talasa. Opruga obezbeduje elastiCnu silu izmedu delica;
¢) Generisanje transverzalnog impulsa duZ Zice. Obiéno je brzina prostiranja talasa znatno ve¢a od brzine
oscilovanja delica sredine koja prenosi talas.

Prema pravcu prostiranja mehaniéki talasi se dele na:|linjiskef(jednodimenzionalne, npr. talasi
po Zici koji se prostiru duz jedne dimenzije); povr3inskg (dvodimenzionalne ili konplane, npr. talasi po
povrsi vode) i @]mlmemonMM, npr. talasi (zvuk) u ¢vrstom, teCnom i gasovitom telu).

Prema nainu oscilovanja Cestica sredine talasi se dele na.w(éesnce sredine

4 —m—m
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! Postojanje gravitacionih talasa jo3 uvek nije jasno eksperimentalno potvrdeno.
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osciluju normalno na pravac prostiranja talasa) i longitudinarne (Cestice sredine osciluju po pravcu
prostiranja talasa). Da bi postojao transverzalni talas u mehanickoj sredini mora postojati poprecna
Emlﬁa‘[imiena preko napona smicanja) izmedu slojeva. Takva sila postoji samg u Cyrstim
felima dok je u fluidima nema zbog toga 5to molekuli fluida nisu évrsto vezani za odredenu poziciju
u prostoru., Mehanicki longitudinarni talasi postoje u svim materijalnim sredinama.

Da bi vizuelno
predstavili talas obiCno se
kretanje Cestica posmatra na
jednom mestu u vremenu ili
u jednom trenutku u N/
prostoru. Npr. ako se
napravi “snimak” elongacija
Gestica prenosilaca talasa u Slika 2. Kretanje Cestica na povrdi duboke vode. Talas prenosi kombinacija
prostoru u nekom trenutku (horiz_oma_l_mg) lon_gimfli!\amngi(ven‘ikalnoAglh'ansver_zalnog pomeranja Cestica. Ova

bl P -~ kombinacija kretanja Cini da su putanje Cestica krugovi.
dobija se prostorni oblik
talasa. Naslici 1 a) ic) je prikazan prostorni oblik transverzalnog talasa na Zici u nekom trenutku ana
slici 1 b) je prikazan prostomi oblik longitudinamog talasa u opruzi u nekom trenutku tokom
prostiranja.

U nekoj sredini Cesto postoje
istovremeno obe vrste talasa kao 5to
je na primer kod talasa na povrsi
duboke? vode. Na slici 2 je
prikazano kretanje Cestica na povrsi
vode. Prostiranje talasa je
kombinacija transverzalnih
(vertikalnih) i longitudinarnih
(horizontalnih) pomeranja Cestica.
Svaki molekul se pomera za isto
rastojanje horizontalno i vertikalno
od svog ravnoteznog polozaja. Zbog
toga su putanje Cestica vode
kruznog oblika odnosno Cestice
vode osciluju oko svojih ravnoteZnih polozaja. Posmatrano u duzem intervalu vremena Cestice vode
ostaju na istom mestu dok se talas prostire s leva na desno odredenom brzinom. Dokaz za ovo je
nepromenjen poloZaj predmeta na vodi posle prolaska talasa izazvanog npr. prolaskom nekog plovnog
objekta pored njega. Ako je dubina vode velika oba (povrsinska) talasa imaju istu brzinu pa ukupan
(kombinovani) talas zadrzava svoj oblik tokom kretanja. Medutim kada se talas primakne plazi odnosno
kada se dubina vode smanji talasi poCinju da se razlikuju po brzini (brzina se smanjuje) tako da ukupan
talas menja oblik.

Prema obliku talasa u prostoru razlikuju se Erostoperiodiéni talasi)(sinusne ili kosinusne

Kretanje talasa
(———=

Maksimum

Minimum

N
Putanje Cestica vode

Slika 3. Razni prostorni oblici periodi¢nih talasa.

2 prisustvo dna smanjuje brzinu dubljih slojeva vode pa putanje Cestica vise nisu
krugovi. Zbog toga se deliCi teCnosti na bregu povriinskog talasa prelivaju preko donjih
delova tzv. “dolja” talasa pri Cemu se trajno premes§taju u prostoru. Tipi€an primer za ovo je
ponasanje talasa daleko od obale i pri pribliZavanju plaZi.

funkcije), slika 1 a) i b) ﬂir‘npulsi ;Iika 1 ¢). U prva dva sluCaja estice sredine su u neprekidnom
periodiénom kretanju, jerizvor neprekidno generise talase dok se kod impulsa kretanje Cestica obavlja
u periodu kretanja impulsa, pre i posle toga Cestice sredine su u stanju mirovanja.

Talas moze biti i periodiCan, slika 3, ovakav talas se uvek moze prikazati kao zbir
prostoperiodicnih talasa (preko Fourier-ovih redova) sa diskretnim vrednostima frekvencije komponenti
talasa. Zbog toga je poznavanje prostiranja prostoperiodiCnih talasa od sudtinske vaZznosti za dalju
analizu prostiranja periodiCnih talasa. Kretanje talasnih impulsa se izu€ava koriste¢i Fourier-ovu
transformaciju koja u sustini predstavlja Fourier-ov red sa kontinualnom promenom frekvencije
komponenti talasa.

2. Transverzalni prostoperiodiCni talas na zategnutoj Zici

=T/4
wp Kretanje talasnog fronta

e
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Slika 4. Formiranje transferzalnog prostoperiodi¢nog talasa na Zici. Izvor na levom kraju generiSe transverzalnu
elongaciju y(r) = ¥_sin(wr + @), gde je radi jednostavnosti uzeto @ =0. Talas se krece u pozitivnom smeru x-ose.
Strelicama su oznacene brzine kretanja deli¢a Zice. Prostiranje talasa po Zici je prikazano u razliéitim trenucima
yremena. Tatka A je tadka talasnog fronta a talka B je ekvifazna taCka jer s radi o jednodimenzionalnom talasu.



Najocigledniji i najjednostavniji oblik talasa je transverzalni talas na zategnutoj Zici. Da bi smo
razumeli stvaranje talasa i definisali osnovne pojmove pri njegovom prostiranju, posmatrajmo
generisanje talasa na slici 4.

Generator prostoperiodiCnog talasa na levom kraju stvara elongaciju oblika

y(n =Y, sin(wr+q), (N

gde radi jednostavnosti posmatrajmo slucaj poetne faze generatora ¢ = 0. Slika4 prikazuje elongac iju
deli¢a u raznim trenucima (r=T/4, t=T/2, t=3T/4, t=T) duz Zice (grafici se mogu shvatiti kao
prostorne fotografije elongacija delica Zice u raznim trenucima). Vertikalnim strelicama su prikazane
brzine delica Zice koje su obi¢no mnogo manje od brzine prostiranja talasa.

FMMEIE rastojanje koje prede talas duz Zice kada se faza generatora promeni
zaugao 2 7. Periodtalasa T je vreme za koje se desi ova promena faze. Kako se talas kretao brzinom v
(Ova se brzina zove i fazna brzina, vidi poglavlje na strani 11) sledi da je period talasa T =A4/v,
odnosno prema definiciji

wA/lv=2% , k=w/v=2xn/A , 2)

gde je k tzv. talasni vektor.

j‘i alasni front talasa i'ggeometrijsko mesto taéaka u prostoru koje razdvajaju prostor na dva dela,
onaj koji je zahvacen talasnim procesom i onaj koji nije zahvacen talasnim procesom. Na primer na
slici 4 za prostoperiodiCan transverzalni talas na Zici taCka A je taCka talasnog fronta. Za nepokretnog
posmatrada tatka B pri prostiranju ovog talasa ima neku (rastuCu) faznu razliku sa izvorom u taCki O.

3. Pojam ravanskih, cilindricnih i sfernih talasa, zraci talasa, polarizacija

Pri prostiranju povrsinskih (dvodimenzionalnih) i prostornih (trodimenzionalnih) talasa postoji
kriva (za povrsinske) i povrs (za prostorne) koja povezuje sve taCke sredine koje imaju s fazou
razliku prema izvoru.

Primer za povrSinske
talase su talasi na povrii vode.
Ako postoji veoma dugacak i
prav izvor talasa kao na Sl 5a) (u
£ prirodi takav izvor talasa moze da
A ok bude rased izmedu tektonskih

— = ploca na dnu mora koje se u toku
e podmorskog zemljotresa pomere
; ":__j : Fash stvarajuci talase ogromne visine
;} bl = tzv. talase “cunami”) onda sve
o taCke koje pripadaju jednoj
o : ; pravoj liniji imaju istu fazu prema
izvoru. Ako je izvor povrsinskih
{I:g:lrm lzll?g: wvodi /~ Ekvifazni krugovi talasa tackast (takv'i talasi nastaju
7/L o npr. posle bacanja kamena u
i ) vodu) kao na slici 5b) onda su
ekvifazne krive koncentriCni
krugovi.

Sto se tie prostornih
talasa njih je tesko slikovito
- prikazati jer su obicno
longitudinarni. Na primer bilo
koja eksplozija je izvor
longitudinamih talasa u vazduhu
(zvuk) Cije su ekvifazne povrsi
sfere. Ako na primer smatramo da
je donji deo munje (duZine oko 1km) prema zemlji manje-viSe prav i vertikalan dobijamo izvor
longitudinamih zvucnih talasa u vazduhu Cije su ekvifazne povrsi cilindri.

U prirodi su retki izvori koji daju talase Cije su ekvifazne povrsi ravni. Medutim za velike
razdaljine od izvora cilindriCne i sferne ekvifazne povrdi prakti¢no prelaze u ravni, jer se zakrivlj jenostl
njihovih povrsi smanjuju (vidi sliku 6). Dakle, sve ekvifazne povrsi kod prostornih talasa se mogu
aproksimirati ravnima ako se posmatraju sa doveljno velikog rastojanja.

Nacin prostiranja talasa je odreden oblikom ekvifazne krive ili ekvifazne povri. Ekvifazna
“kriva” kod jednodimenzionalnog talasa je taCka (npr. taCka B na slici 4). PovrSinski talasi su ravanski
(ekvifazne kriva je prava) ili cilindriCni (ekvifazne kriva je krug), slika 5. Prostorni talasi mogu biti
ravanski (ekvifazne povrs je ravan), cilindriéni (ekvifazna povrs je cilindar) i sferni (ekvifazna povrs
je sfera), slika 6.

Zrak talasa je deo prostora zahvacen talasom u kome je pravac propagacije priblizno normalan
na (jedan deo) ekvifaznu ravan. Na primer za sferne talase na slici 6¢) to je deo prostora oko sredisnje
strelice koji je definisan delom ravni povriine S, koja je tangenta na ekvifaznu povrs u posmatranoj

— Ekvilusne prave =

[zvor talasa % .
(npr.dugacki 3 \ o
up uvod) e

4 r =

wq 7»——«;4

b) 4 N

Slika 5 Naini prostoranja povrsinskih talasa: (a) ravanski, (b) cilindricni
talas. Ekvifazne krive su udaljene za jednu talasnu duzinu.
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taCki. Za zrak se moZe rec¢i da na tom mestu ima povriinu popreCnog preseka S,, slika 6c). Ova
povriina se mora smanjiti sa pribliZzavanjem izvoru da bi gomji kriterijum ostao u vaznosti (sa
smanjivanjem razdaljine se poveCava zakrivljenost sfernih povrSi). Na ovaj naCin je ograniCena
maksimalna “debljina” zraka. Sa druge strane ne moZe se uzeti ni suvile “tanak” zrak. Naime pojam
zraka se uvodi da bi se objasnilo pravolinijsko prostiranje talasa (npr. u geometrijskoj optici). Kada se
radi o prolazu talasa kroz otvore Cije su dimenzije uporedive sa njegovom talasnom duZinom prestaju
da vaze geometrijski zakoni prostiranja i dolazi do pojave difrakcije (lomljenja) talasa na ivicama. To
znai da za pojam zraka postoji ograniCenje u pogledu minimalne povr3ine popreCnog preseka tj.
minimalne popreéne dimenzije koja mora da zadovolji uslov [, >>A.

Snop zraka je deo prostora sa vise

vl T =y Flvifame ravni zraka kao 5to je to na primer pokazano na
2T A A AT A1 A slici 6 gde snop ima Cetiri zraka.

SV O polarizaciji talasa ima smisla

£ A A ; govoriti samo ako se radi o

transverzalnim ravanskim talasima.
Polarizovan je talas onaj kod koga
prenosioci talasa (Cestice sredine)osciluju
/ u paralelnim ravnima.

8 Yavdev4

fevor prostornih
cthindreienih ralasa

b)

lzvor prostornih
sternth talasa

— S i | Pravac
P i | | propagaciie

’

c) TN

Slika 6 Nacini prostoranja prostornih talasa: (a) ravanski, (b)
cilindriéni i (c) sferni talas. Ekvifazne povrsi su udaljene za jednu
talasnu duzinu. Strelice pretstavljaju zrake talasa. Da bi se uveo pojam
zraka mora pravac propagacije biti normalan na povrd S uz uslov
Li>>A.

4. Uticaj sredine na brzinu i amplitudu talasa

Sredina kroz koju se prostire \y

I—conslt

talas na razne naCine utie na njegovu
amplitudu i brzinu. Ako se amplituda
ravanskog talasa smanjuje usled
apsorpcije energije (energija talasa se
pretvara_u _toplotu), sredina je ¢
disipativna’, slika 7. VecCina sredina je
u manjoj ili veCoj meri disipativna. Na
primer u vazduhu se najvise apsorbuju
veCe frekvencije tako da se na veCoj
udaljenosti Cuju samo niske frekvencije
izvora. Svetlosni zraci na zalasku b) |
dobijaju crvenu boju (niza frekvencija), Y

~ jer se veliki procenat visih frekvencija Slika 7. Prostiranje transverzalnog talasa po Zici koja predstavija

disipativnu sredinu; (a) Prosiiranje prostoperiodiCnog talasa i (b)
Y A A impulsa. Talas opada po amplitudi zbog apsorpcije energije, u sluCaju
pnkazar{o . '()':"‘man-le amplitude  jypuisa oblik mu ostaje nepromenjen. Smanjenje amplitude nastaje samo
prostoperiodiCnog talasa na Zici u kojoj  usled apsorpcije energije, jer je talas po Zici jednodimenzionalan

apsorbuje u vazduhu. Na slici 7 (a) je

postoji  disipacija energije. Ako se u

disipativnoj sredini prostire impuls, slika 7 (b) onda njegova amplituda opada ali “oblik” impulsa ostaje
oCuvan.

Pojam linearosti sredine je usko povezan sa principom superpozicije talasa koji se prostiru kroz
isti deo prostora. Ovaj princip bi se mogao definisati na sledeci nacin: ako se dva ili vise talasa krecu
kroz sredinu rezultantna talasna funkcija u svakoj tacki prostora je algebarski zbir talasnih funkcija
pojedinih talasa: Drugim re¢ima, ako je sredina linearna tada talasi koji prolaze istovremeno kroz isti
deo prostora ne interaguju medusobno _c;_cllgs_qg_msig_pmlasjsa_mlhoxa_amplnudammn&mm
‘nepromenjeni. Elongacija nosilaca talasa u tom delu prostora je zbir elongacija koje pojedinacno
izazivaju ovi talasi. Ovakvi talasi se Cesto nazivaju linearni talasi i karakteridu ih male amplitude. Jedan
slucaj kretanja talasa u linearnoj sredini sa primenom principa superpozicije je slikovito prikazan na
primeru prostiranja transverzalnih impulsa po Zici na slici 8.

Pri prostiranju talasa u nelinearnim sredinama dolazi do promene oblika oba talasna impulsa
posle medusobne interakcije kao $to je to prikazano na slici 9.

’ Smanjenje amplitude kod prostornih talasa mozZe nastati usled Cisto energetskih
razloga. Naime pri prostiranju cilindri¢nih i sfernih talasa u nedisipativnim sredinama (o
ovome detaljnije u poglavlju na strani 21) talasno kretanje zahvata sve veci deo prostora.
Kako izvor generise neku odredenu energiju talasa u jedinici vremena, prema zakonu o
odrzanju energije amplituda talasa mora da opada sa udaljeno3cu od izvora. Ovo se ne desava
kod ravanskih talasa.
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Slika 8. Prostiranje dva transverzalna talasa po Zici ako je  Slika 9. Prostiranje dva transverzalna talasa po Zici ako je
istezanje Zice linearno (princip superpozicije) (a) talasi  istezanje Zice nelinearno (a) talasi razlicitih amplituda se
razli¢itih amplituda se krecu jedan ka drugom, (b) kada se krecu jedan ka drugom, (b) kada se talasi susretnu ukupna
talasi susretnu ukupna amplitida je zbir amplituda pojedinih  amplitida je manja od zbira amplituda pojedinih talasa, (c)
talasa, (c) talasi se razilaze pri éemu im oblici i amplitude talasi se razilaze pri ¢emu im amplitude manje u odnosu na
ostaju nepromenjeni. Prema principu superpozicije talasi  poCetne vrednosti.

prolaze jedan kroz drugog bez interakcije (tj. talasi “ne

vide™ jedan drugog).

]

Kod disperzivnih sredina brzina prostiranja zavisi od frekvencije (talasne duZine) talasa. Na
slici 10 je dat primer prostiranja prostoperiodicnih talasa i impulsa. Razne frekvencije ili talasne duzine
se prostiru razli¢itim brzinama. Dobar primer za disperziju prostoperiodiCnih talasa je prelamanje
(belih) svetlosnih zraka pri prolasku kroz prizmu. Zrak crvene svetlosti se kroz staklo krece najveCom
brzinom i pri prolasku kroz prizmu najmanje skrece u odnosu na prvobitni pravac. Ljubiasta svetlost
ima najmanju brzinu pa zrak maksimaino skrece. Zbog toga se na zaslonu iza prizme dobija spektar
svih boja. Na sli¢an nain se objasnjava pojava duge.

Ako se u disperzivnoj sredini
prostire impuls, slika 10 (b), dolazi do
pojave njegovog ‘“rasplinjavanja”.
Smanjuje se ostrina ivice signala, Sirina
impulsa se povecava uz pad
maksimuma, a pojam talasnog fronta, N,
brzine talasa i ekvifaze gubi smisao.

Zbog toga se uvodi pojam grupne
hrzine talasa (strana 37). Ponasanje
impulsa u disperzivnoj sredini se
objasnjava preko brzine prostiranja
prostoperiodiCnih talasa. Naime svaki i\
impuls (koristeCi Fourier-ovu analizu) \ o

. : i : \ / \
je _moguce pred.sl‘a\fl-tl ‘kaﬂ beskonacan. e \ ) \ \_ 3
zbir prostoperiodi¢nih komponenti ~ [ = -

razliCite amplitude i poCetne faze. ’ £ vy %
Svaka komponenta se kreCe razliCitom L

brzinom tako da zbir njihovih amplituda

duz pravca prostiranja u nekom gjika 10. Prostiranje transverzalnog talasa na Zici. Ako je Zica
trenutku ne daje istu vrednost kao u disperzivna i nedisipativna sredina: (a) prostoperiodicni talasi razlicite
poCetnom trenutku. Rezultat je takav da talasne duzine imaju razliCite brzine, (b) ako se radi o impulsu on se
o gubi oftrina signala odnosno dotiai “rasplinjava” pri prostiranju odnosno gubi se o3trina ivica impulsa.

do izobli¢avanja signala kao 3to je to
prikazano na slici 10 (b). U nedisperzivnoj sredini sve komponente se prostiru istom brzinom pa se u
tom sluaju govori o brzini prostiranja impulsa kao celine.
Ako brzina ili amplituda talasa zavise od pravca prostiranja (npr. kod talasa koji se prostiru u
kristalima) onda se takva sredina naziva anizotropnom. Ako ne zavise onda je sredina izotropna.
Retke su sredine koje ne izobli¢avaju impulse. Na primer vakuum je nedisipativna, lineama,
nedisperzivna i izotropna sredina kroz koju se prostiru elektromagnetski talasi. Zbog toga oblik impulsa
ostaje nepromenjen pri prostiranju, a amplituda opada sa udaljenos¢u samo kod cilindri¢nih i sfernih
talasa dok kod ravanskih ostaje konstantna.



TRAK

5, Matemati¢ko opisivanje talasa - progresivni talasi

Najopstiji oblik funkcije fit) o (i) I
talasa u izvoru (levi kraj Zice) se § !
mozZe napisati u obliku

yx=00=£0. (3)

gde je f(r) funkcija kojom se
mogu opisati impulsi,
prostoperiodicni i periodiCni Iz _
talasi. Ako se PretPOStaVi da je  siika 11. Vremenski i prostorni oblik talasnog impulsa na Zici na levom kraju

sredi na lineara, nedisperzivna i Zice (izvor) i posle vremena 7, = x/v. na mestu x. gde je vbrzina kretanja
talasa.

nedisipativna oblik i amplituda
impulsa ostaju nepromenjeni.
Neka je brzina prostiranja talasa v u pozitivnom smeru x-ose. Na slici 11 su prikazane prostorne (u x0y,
koordinatnom sistemu) i vremenske zavisnosti (u t0y, koordinatnom sistemu) transverzalne elongacije
Fice. Prikazana je elongacija Zice po t-koordinati za dve razliCite taCke posmatranja x=0 i x=vt, i
elongacija Zice po x-koordinati za dva razliCita trenutka , i £,=1, +1,, gde je t,=x/v vreme kasnjenja’
talasa i zavisi od mesta posmatranja i brzine prostiranja. Ako analiziramo promenu elongacije Zice po
t-koordinati vidimo da ona na mestu x kasni za vreme ¢, tako da je elongacija na tom mestu

» (1) =flt-x/v) , tzxlv. )

Sliénu analizu mozemo primeniti ako posmatramo elongaciju talasa po x-koordinati za dva razli¢ita
trenutka. U trenutkut, elongacija Zice duZ x-ose je

y &) =gx), (5)

gdeje g(x) funkcija oblika talasa duz x-ose’. Vidimo da se oblik impulsa premesta (translira) po x-osi
tako da je elongacija duZ Zice u trenutku 7,=#, +1,, ¥, (¥.1;) = g(x-vt,), odnosno za bilo koje x i t

yxn=gx-ve), xzvt. (6)

Izrazi (4) i (6) su ekvivalentni u pogledu opisivanja talasa. Oba izraza opisuju progresivne (pokretne)
talase. U daljem izvodenju opredeli¢emo se za izraz (4) jer se Gedce srece u literaturi. Ako impuls
putuje ulevo (u negativnom smeru x-ose) tada je jednacina talasa

Y5 0)=flt+ x/v) . (N

4 Kasnjenje je uvek dato preko Clana x/v koji u linearnoj i nedisperzivnoj sredini ne
zavisi od amplitude i oblika impulsa.

5 Ova fukcija se mozZe dobiti preko funkcije izvora g(x) =f(x/v), x< v1,.
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6. Fazna brzina talasa

Do sada smo koristili termin brzina talasa. Strogo uzev3i ova brzina ima smisla samo kod
nedisperzivnih sredina. U disperzivnim sredinama jedino prostoperiodiCni talasi ne menjaju oblik pa
se zbog toga definiSe tzv. fazna brzina kretanja talasa. Da bi smo objasnili pojam fazne brzine vratimo
se na sliku 4 gde je prikazano formiranje jednog prostoperiodiCnog transverzalnog talasa na Zici u
raznim trenucima. Izvor talasa na levom kraju Zice je prostoperiodiCan pri ¢emu Cemo uzeti opstiji
oblik transverzalne elongacije (istezanja) koju generise ovaj izvor

y(=Y sin(wi+@), (8)

gde je ¥ amplituda, @ kruzna frekvencija i ¢ poCetna faza izvora. KoristeCi oblik talasa (4)
clongacija u nekoj tacki B na Zici ispred talasnog fronta je
vix,)=Y_ sin[w(r-f)+@], (9)

gde je £, =x/v; vreme kadnjenja tj. vreme potrebno da poremecaj iz izvora, krecuéi se faznom
brzinom, stigne u tatku B . Fazna brzina talasa predstavlja brzinu kojom treba da se kreCe posmatrac
u pozitivnom smeru x-ose da bi u svakom trenutku “video” istu fazu taCke B prostoperiodiCnog talasa

O=w(t-t)+@=w(r-x/v))+¢ =Const . (10)
Diferenciranjem (10) po vremenu dobija se brzina posmatraCa
dd/dt=0, = dxldt=v,. (1)
1z (10) sledi
d=wt-kx+o , k=2n/A, (12)

gde je intenzitet talasnog vektora k= /v,=2m/(v,T)=2n/A, A talasna duZina talasa (duzina koju
prede talas za vreme jedne periode izvora). Transverzalna elongacija Zice u nekom trenutku i na nekom

. mestu je

Y=Y sin(wr-kx+¢@) . (13)

Gomji izrazi su izvedeni za jednodimenzionalni talas na Zici konstantne amplitude (bez
disipacije) koji se kreCe u pozitivnom smeru x-ose. Definicija fazne brzine je ista i za povrSinske i
prostorne talase i u disipativnim sredinama, jer se ona definise preko konstantne faze, a ne amplitude
talasa. Ako se talas kreCe u negativnom smeru x-ose u izrazu (12) mora staviti -x umesto x shodno
izrazu (7). Jednadina prostoperiodi¢nog talasa je tada

Yy =Y, sin(@i+kx+ @) . (14)

Obi¢no se smer kretanja talasa opisuje talasnim vektorom k= ké_ koji ima intenzitet definisan
izrazom (12) a smer mu je u pozitivnom smeru x-ose. Clan kasnjenja se onda piSe © t=kx= kx (>0

| za kretanje talasa u pozitivnom smeru x-ose i <0 za kretanje u negativnom smeru). Ako je kretanje
| talasa prostorno tada je talasni vektor k= ke + ky é"_+ kzé’z(kx.ky i k, su projekcije talasnog vektora
! nax,yizosu, respektivno), a ¢lan kasnjenja w , = k¥, gde je F=x&_+yé +zé& koordinata taCke P u
| prostoru u kojoj se traZi faza talasa. Faza prostorno j

\Emobree., bedvi ) 1s)

Treba jo§ jednom istaCi razliku izmedu fazne brzine v; kojom se prostire poremecaj (talas) i brzine
kretanja delica sredine v = 3y/dt. Ove dve brzine se jako razlikuju, obi¢no je v;>>v.



7. Talasna jednaCina

Jednaéina koja povezuje brzinu talasa sa vremenskom i prostornom promenom elongacije
nosilaca talasa se naziva talasna jednacina. lzveS¢emo jednaCinu na primeru jednodimenzionalnih
transverzalnih talasa na Zici. Zicu smatramo linearnom (vaZi princip superpozicije), nedisipativnom i
nedisperzivnom sredinom. Parcijalnim diferenciranjem jednaCine talasa y, (x,7) = f{¢- x/v) (jednaCina
(4)) po koordinati x (jer elongacija zavisi od dve nezavisne promenljive) dobijamo

o Eox v vk var® (8

gde je usvojena smena E =¢ - x/v paje 0E/dx =~ 1/v,a df/dE = 3y,/6t jer je 0E/t = 1. JednaCina
(16) uvek vazi ako je oblik talasa (4). Drugi parcijalni diferencijal po koordinati daje

L%:i[nii]:-li[ﬁ & 1dy
ax? x| vdt vadE\dE) ax y2aE?
Parcijalni diferencijal jednaCine (4) po vremenu je

W A SO SR

or dEa & o

o~

Drugi parcijalni diferencijal po vremenu je

a_’mg[ﬂ]:i[g]zﬁ -
or o\ &) E\E)o &

1z(17) i (19) sledi talasna jednaCina ravanskih talasa za linearnu, nedisipativnu i nedisperzivnu sredinu

(17)

(18)

Ezy_l =y 1a_2y_l (20)
arr " oax?
Ako umesto oblika talasa (4) zamenimo izraz (7) dobija se ista talasna jednaCina
a%y. 3%y,
el @1

arr " oax?’
sto znaCi da je i talas koji se kre¢e u negativnom smeru x-ose reSenje iste talasne jednadine. Posto je
sredina (u ovom sluéaju Zica) linearna vaZi princip superpozicije odnosno opéte reienje talasne
jednadine je zbir ova dva reSenje (tzv. d’ Alembert-ovo reSenje talasne jednaline). Sabiranjem (20) i
(21) dobijamo

dy _ 29%

Eray2=2

ar? ox?
Na primer Cesto je pogodno da se komplikovani oblik talasa zameni zbirom jednostavnijih funkcija za
koje se pojedinatno talasna funkcija lak3e re3ava. Primer superpozicije talasakoji se kre€u u suprotnim
smerovima u lineamoj sredini je dat na slici 8.

U konkretnim slucajevima talasa u materijalnoj sredini potrebno je napisati jednaCinu kretanja
deli¢a sredine (2. Newton-ov zakon) koji se svodi na oblik dat jednacinama (20) ili (21), a odatle sledi
izraz za faznu brzinu za dati talas. Kao primer odredi¢emo fazne brzine transverzalnih i longitudinarnih
talasa po Zici kao i faznu brzinu talasa u fluidima.

s ¥YENYY; - (22)

12

8. Brzina transverzalnih talasi po Zici

Kako je elongacija Zice by
transverzalna, fiziCka slika desavanja je
jasnija nego u sluéaju longitudinamih
istezanja pa Cemo izvodenja poCeti sa
ovim talasima. Primenom 2.Newton- P -

a) '—‘: S

=V

ovog zakona na deli¢ Zice odredicemo
faznu brzinu jednodimenzionalnih
transverzalnih talasa koji se prostiru po

7ici. Posmatrajmo prostiranje nekog AY Am -x.f_E:-v T

transverzalnog talasa generisanog na | o = Ij
levom kraju Zice, Slika 12 (a)°. Zicu o B

smatramo linearnom, nedisipativnom i L F X

nedisperzivnom sredinom. UveliCani b | T e

deli¢ Zice i sile koje na njega deluju su  Slika 12.a) Prostiranje transverzalnog talasa po Zici, (b) delic Zice mase

prikazani na na Slici 12 (b). Zica je Amse krece samo po vertikalnom pravcu, sila zatezanja je tangencijalna

homogena (od istog materijala i svuda i ista po intenzitetu sa oba kraja delica.

iste debljine) odnosno njena poduzna

masa je p=Am/Ax=m/L. Deli¢ Zice mase Amse krece po vertikalnom pravcu. 2.Newton-ov zakon
] p!

po y-osi primenjen na deli€ Zice je

E

= +F
yrez F)“,“Ax

y| = amy ‘ (23)

gde su Fyl ~ iF vl sile na deli¢ Zice na mestu x+Ax (u pozitivnom smeru y-ose) i mestu x(u
x+4ax x . - .
negativnom smeru y-ose) respektivno, a j = 3%y/ot* ubrzanje delica Zice. Kako je

- Fsi F
F,|, = Foin(8+A0)= Fig(0+A0)=F 7| . (24)
F,| --Fsinds-Figd=-F2| 25)
Yix ox|, i
gde je korisCena aproksimacija za male uglove sina = rge, iz (23) sledi
oy oy %
F|l & | {=Am—. 26
[ax x+Ax dx x aII . :

Razvijajuci funkciju dy/dx | +ax Ureduokolini tatke x(s obzirom da je dimenzija posmatranog delica
#ice Ax mala red je moguce ograniCiti na samo prva dva ¢lana) sledi

6 Na slici 12 je prikazana jako uvecana transverzalna elongacija Zice. Za izvodenje
talasne jednadine elongacije Zice moraju da budu male odnosno ugao tangente prema X-0si u
svakoj taCki Zice mora biti mali. Tada je moguée primeniti aproksimativne formule koje vaze
za male uglove. Za mala istezanja Zica se ponasa linearno tj. istezanja su proporcionalna sa
rezultantnom vertikalnom komponentom sile §to je osnovni preduslov za izvodenje talasne
jednacine (22).
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dy
dx

27

x+Ax
Zamenjujuci (27) u (26) posle sredivanja i uporedivanja sa talasnom jedna¢inom (20) dobijamo
&y _F oy ;
a mar a8
gde je p =dm/dx=m/L poduzna masa Zice.

9. Brzina longitudinarnih talasi po Zici

Posmatrajmo homogenu Zicu gustine p, Ciji je Young-ov moduo E . slika 13. Neka je na
levom kraju izvor longitudinarnih talasa, slika 13 (a). Longitudiname eEongacuc Zice u nekom trenutku

fﬁll!

>V
Y+AY S P, E;L
¥ B i
i J S X
== A 5~
a) X J:&+.Ax
O (XHY,L) mrennn A x+A_¢’. o (x+Ax+y+AyLt)
=l A, E——x
Ax
| > X
b) I X x+Ax

X+ x+AXHJrH+AY
Slika 13.a) Prostiranje longitudinamog talasa po Zici, na ordinati je prikazana elongacijay svihdeli¢a
Zice u nekom trenutku (elongacija je horizontalna). Posebno je prikazana elongacija jednog uocenog
delica duZine Ax (udaljenje levog i desnog kraja posmatranog deli¢a od ravnoteznog polozaja), (b)
deli€ zice mase Am koji se kreCe samo u horizontalnom pravcu pod dejstvom normalnih napona koji
prema Hooke-ovom zakonu deluju na oba kraja deli¢a. Punom linijom je nacrtan deli¢ pre prolaska
talasa, a isprekidanom delic u toku prolaska talasa. Pretpostavlja s da je AW <<Ax |

posmatranja (pomeraji deli¢a Zice iz ravnoteZnih pozicija) su prikazani na ordinati. Uoimo jedan deli¢

7 Istezanje Zice je lineamo i definisano je Hooke-ovim zakonom istezanja c,= E, e,
gde je o, = F/S normalni napon (sila F koja deluje na Zicu povrSine popre¢nog preseka §),
e,=AL/L relativno istezanje Zice i E, Young-ov moduo koji zavisi od vrste metala.
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zice, duzine Ax, mase Am na nekom mestu x. slika.13 (a). Kada talas naide na ovaj delic levi kraj
delica se istegne za duzinu (x,r), a desni za 1 + A (dodatna promena elongacije Ay nastaje usled
promene polozaja desnog kraja deli¢a koji je pomeren za Ax). Medutim posto je istezanje po pravcu
prostiranja, stvarne pozicije levog i desnog kraja delia po x-osi su x+{ za levi i x+Ax+y +Ay za
desni kraj, slika 13 (b). Pretpostavi¢emo da je A & << Ax odnosno da promena elongacije desnog kraja
usled nailaska talasa uvek zanemariva u odnosu na duZinu uoCenog deli¢a.Takode je y<x.
Opravdanost ove aproksimacije Ce se potvrditi u daljim izvodenjima.

Primenjujuéi Hooke-ov zakon istezanja na posmatrani deli€ Zice koji se istegne zaduzinu Ay,
sledi ’

AY _p ¥
Whe T @9

jer se Zica isteZe samo usled elongacije nastale prolaskom longitidinarnog talasa. Rezultantna sila koja
deluje na deli¢ Zice je posledica dejstva napona na desnom kraju delica o, (x+Ax+y+Ay,1)S ina
levom kraju - o, (x+4,#)S (jer deluje u negativnom smeru x-ose) i prema drugom Newton-ovom
zakonu je jednaka

Frp = [0,(x+Ax+ +Ay,1) -0, (x+y,0)]S=Ama,=Am 3Y/ar* , (30)
jer je a =3 /1% Kako je Am = p SAx, koristeci Hooke-ov zakon za deli€ Zice (29) iz (30) sledi

31’

E, %w(xwﬂxﬂlhA*JJ‘aix'l'(x""v') =pAx PYE) Gh

Na pocetku analize je pretpostavljeno da su istezanja delica Zice veoma mala tako da vazi y<<x i
P +Ax + Ay <<x, odnosno moguce je ¢lanove u uglastim zagradama na levoj strani izraza (3 1) razviti
u Taylorov red u okolini taCke x. Tako dobijamo

- 2
i]l;(x*ﬁxi-ql +Ay, )= C_‘_w lx + a_l‘l i'(Ax-u‘[ +Ay),
ox cx axz

; X (32)
Sy S| 2y
dx cx ax?
Zamenjujuci izraz (32) u (31) sledi
2
E, 2% (ax+ap)-pax L. (33)
Kako je A< Ax iz (33) sledi 7 ox? or
2, E 2,
oW _E o G4)

arr  p ax?
Poredenjem jednacine (34) sa talasnom jednacinom (20) dobijamo faznu brzinu longitudinarnih talasa

na Zici v, = ‘,‘Ew/p.



10. Brzina talasa u fluidu

Zbog odsustva napona smicanja u dubini fluida® (teCnosti ili gasa) postoje samo longitudinami
talasi. Brzinu talasa u fluidu cemo izvesti za ravanske talase (jednaCina (20)) u opitem slucaju, a zatim
primeniti na nestisljiv fluid (npr. voda) i stidljiv (npr. vazduh).

Modul stisljivosti nekog fluida se definife kao koliCnik p
promene pritiska Ap i relativne promene zapremine - A F'/ V' nastale '
promenom pritiska (znak “- je stavljen zbog promene zapremine koja
je negativna A F<0), slika 14:

o Bn Aoy ®
av-0 —AV/IV dav

(35)

Modul stidljivosti ima veliku vrednost za teCnosti jer je promena
zapremine jako mala. Za idealne gasove postoje dve vrednosti u
zavisnosti od brzine promene zapremine.

Ako je promena zapremine veoma brza kompresija gasa je
adijabatska (nema razmene toplote zapremine gasa sa okolinom) pa
vaZi jednaCina

Slika 14. Modul sti§ljivosti fluida se
definiSe kao B=Ap/(-AVIV)

pV*=Const , (36)
gde je x adijabatska konstanta gasa. Iz (36) diferenciranjem po ¥ sledi
dp/dV=-xplV . (37
Zamenjuju¢i (37) u (35) dobijamo modul

stisljivosti za idealni adijabatski gas -
B=xp . (38) y YAy

|<=—= =

U sluCaju spore promene zapremine gasa ________ oy xtAxtyray

kompresija gasa je izotermna (temperatura gasa je i
jednaka temperaturi okoline), a jednacina promene i A F}_E
stanja gasa je oy :

pV=Const . (39) S ! :

"""" x x*Ax T
Sliénim postupkom kao u predhodnom slucaju |<j__éf+‘3'i’_.>|
sledi [—— ]
Ax

B, =p. (40)
Slika 15. Longitudinarni talas nailazi na deli¢ fluida
Prostiranje ravanskog (longitudinarnog) duZine A_.t, mase Am na mestu x. Levi kraj deli¢a se
talasa predstavljeno je na slici 15. Talas nailazi na 15k Maieska ase pomertan ¥ (e s powiaju

deli¢ fluida duZine Ax, povriine popreCnog polozaju x + Ax+y + Ag).

¥ Na slobodnoj povrii teCnosti postoji sila povriinskog napona koja ima normainu
(transverzalnu) komponentu u odnosu na povrs. Zbog toga na povrsi teCnosti postoji talas
koji je delimiéno longitudinaran i delimi¢no transverzalan (Cestice uz povrs teCnosti se krecu
kruzno), kao na slici 2.
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preseka S, gustinep, zapremine AV i mase Am=p AV =pSAx, na mestu x. Pomeraj (elongacija)
Cestica fluida usled nailaska talasa na levom kraju delica je y pa se levi kraj nade u polozaju x + 1y,
dok je pomeraj Cestica fluida na desnom kraju ¥ + Ay pa se on nade u poloZaju x + Ax+ 1§ + Ays.
Pretpostavlja se da je dimenzija posmatranog deli¢a mnogo veca od apsolutne vrednosti pomeraja tj.
Ax>>| Ay | . U sluCaju fluida uvek se vrsi kompresija delica fluida paje Ay <0. Pre nailaska talasa
pritisak na levom kraju delica je p,, i jednak je pritisku na desnom kraju delica p,, (p,, = p,, jer nema
kretanja delica, pritisci p,, i p,, su npr. statiCki pritisci koji uvek postoje u fluidu u gravitacionom
polju). Posle nailaska talasa pritisak na levom kraju delica poraste za Ap, i iznosi p,=p,,+Ap, (>p,,
jer se vr$i kompresija delica pa se pritisak povecava), a na desnom kraju je p,=p,,+Ap, (p, >p, 1.
Ap,>Ap,, jer se javi sila koja deli¢ vraca u ravnoteZni polozaj, a to je moguce samo ukoliko je
pritisak na desnom kraju veci od pritiska na levom, zbog Cega delici fluida osciluju oko svojih
ravnoteznih polozaja). Pritisak na desnom kraju se moze izraziti preko pritiska na levom kraju razvojem
u Taylor-ov red zadrzavajuci samo prvi ¢lan razvoja

d
p,=p,+(@p/dx)Ax . = B(Ap) =Ap,—Apl=(aAp)Ax " 41)
gde je sa 8(Ap) oznaCena promena promene pritiska duZ delica fluida. Sa druge strane zapremina
posmatranog deli¢a fluida je AV =SAx, a promena te zapremine pri nailasku talasa je
S(AV)=S(Ax+Ay)-SAx=SAy . (42)
Prema (35)’ sledi

Ap=-Blim 24N _ iy A¥ __go¥

av-0 AV Az-0 Ax éx @

gde je povecanje pritiska u zapremini AV’ oznaCeno sa Ap=Ap, = Ap,. Zamenom (43)u(41)
dobija se

8(Ap) = -Ba—qu—Ax : (44)
ax?
Primenom drugog Newton-ovog zakona na deli¢ fluida sledi
F..=Sp,-Sp,=-S(Ap,-Ap))=-S6(Ap)=Ama,_ . (45)
Kako je a =3 /3r%iz (43) i (45) sledi
2 2
> e “
Poredenjem (46) sa sa talasnom jednacinom (20) dobijamo faznu brzinu longitudinarnih talasa u fluidu
v =VB/p . (47
Ako je elongacija delica fluida usled prolaska prostoperiodiCnog talasa data izrazom (13)
Y=V, sin(@r-kx+ @), (48)

. ° U ovom sluéaju u definiciji modula stisljivosti (35) posmatrana zapremina je
V=AV, anjena promena je AV=58(AV).
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tada je promena pritiska u fluidu prema (43)
Ap=-Boy/dx=Ap cos(wi-kx+¢), Ap =Bky, (49)

gde je Ap_maksimalna promena pritiska ili amplituda pritiska. PoredeCi izraze (48) i (49) vidi se da
su pomeraj i promena pritiska pomereni fazno za ugao 7/2, u nekom trenutku vremena pomeraj je
najveci dok je promena pritiska nula i obmuto.

10.1 Brzina zvuka u gasu

Ako je termalna konduktivnost pri prostiranju zvucnih talasa u gasu zanemariva (nema razmene
toplote izmedu slojeva u gasu) prostiranje talasa je adijabatsko i modul stisljivosti nekog idealnog gasa
je dat sa (38) pa je brzina zvuka

v =VEp/p . (50)

Ovo je fazna brzina zvucnih talasa za Cujni frekventni opseg 20Hz-20KHz.
11. Trenutna i srednja snaga prostoperiodiCnih talasa

ProseCna i srednja snaga talasa obi¢no se definiSu za prostoperiodicne talase. U sluaju linijskih
(jednodimenzionalnih) talasa (npr talasi na Zici) definie se izraz za snagu u watt-ima, u slu€aju
povriinskih (dvodimenzionalnih) talasa defini3u se izrazi za poduZnu snagu (snaga po jedinici duzine
u W/m), dok se u sluéaju prostomih (trodimenzionalnih) talasa defini3u izrazi za snagu po jedinici
povriine W/m?. lzraze za snagu za linijske talase ¢emo izvesti na primerima transverzalnog i
longitudinarnog talasa na %ici, a za prostorne na primerima longitudinarnog talasa u fluidu.

11.1 Trenutna i srednja snaga transverzalnih talasa na Zici

Zica je idealno elastiéna, dakle nedisipativna i nedisperzivna sredina. Na slici 16 je prikazana
elongacija talasa duz Zice u trenutku ¢ = T. Deli¢i Zice imaju jedino poprecnu (y-komponentu) brzinu.
Trenutna snaga talasa (snaga koja se prenosi sa leva u desno) P = F-¥ na nekom mestu na Zici je

P=F-¥=v Fcoss(F.#)=v,F20. (51)

) yl ] : E . ¥
F : i
L4 v L2 3L/4 = L

Slika 16. Vektori brzine i sile na rezli¢itim mestima duz Zice pri prostiranju prostoperiodiCnog talasa
po Zici u trenutku ¢=T. Izvor na levom kraju Zice generide talas oblika y(x,0)=Y, sin(w £ - kx).
Prenos snage duZ Zice je sa leva u desno. Trenutma (prenesena) snaga na nekom mestu je
P=F-#=F, v, iuvek je pozitivna jer je ugao izmedu vektora sile i brzine uvek otar.
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Trenutna snaga je uvek pozitivna (npr. za taCku na Zici sa koordinatom x, na slici 16) jer je
ugao izmedu vektora sile zatezanja i brzine delica 0<A (F ¥, ;) < m/2. Protok energije je kontinualan
i usmeru prostiranja talasa (talas se prostire u pozitivnom smeru x-0se). Ako je transverzalna elongacija

Zice pri kretanju talasa data izrazom (13)

N=Y sin(wi-kx+¢@) .
tada je brzina deli¢a Zice V=Y, ?) (52)

vyzayfahml’mcos(uh kx+@) . (53)

Komponenta sile po y-pravcu za taCku na Zici sa koordinatom x; je F, =~ Fsinf. Kako je za male
elongacije sin@ = rg® = dy/dx sledi

P=v, F,=(@y/on( -F)(3y/ox)= - Flo Y cos(wr-kx+@)][- kY cos(wi-kx+@)]=

=P__cosiwt-kx+9), P_.= Yiko F=Yipve?, G4
gde su zamenjeni izrazi v>= F/p i v=w/k. Snaga na nekom mestu na Zici nije konstantna veli¢ina
jer snaga izvora osciluje. Kako se energija izvora prostire duZ Zice ona se transformise u kinetiCku
energiju deli¢a i njihovu potencijainu energiju deformacije. FiziCka slika je vrlo sliCna harmonijskom
oscilatoru. Prosecna (srednja) snaga izvora ili proseéna snaga na nekom mestu na Zici se raCuna u toku
jednog perioda

<P>=f"TP(t)dr=Pm12 s (55)

L
jer je srednja vrednost <cos?6> = 1/2. Trenutna snaga du Zice je prikazana na slici 17. Slika
odgovara talasu na slici 16.

A4 A2 34 by
Slika 17. Trenutna i srednja snaga transverzalnog talasa duz Zice u
trenutku = T. Grafik snage duz Zice odgovara talasu na slici 16.



11.2 Trenutna i srednja snaga longitudinarnih talasa na Zici

Prema slici 13 trenutna snaga longitudinarnih talasa na Zici je

P=v, F =(@y/30(-SE)dy/ox = P_ cosi(wi-kx+@) ,

4 56)
P, ¥nko SE=¥,Spve’ .
gde su zamenjeni izrazi v?=E /p i v=w/k.
Srednja snaga talasa je
<P>=P_.I2 . (57)

11.3 Trenuina i srednja snaga longitudinarnih talasa u fluidu

Na sli¢an naCin se moze izvesti i izraz za trenutnu snaga ravanskih longitudinarnih talasa u
fluidu, slika 15
P=v, SAp, =(@¥/dr) (-SB)dy/dx = = P_ cost(wt-kx+@),

58)
P, =WLko SB=y,Spvw? , (
gde su zamenjeni izrazi v?= B/p i v=w/k. Srednja snaga talasa je
<PrsP 2. (59)
Ovu snagu je moguce izraziti preko promene pritiska u fluidu. Kako je prema jednacini (43)
Ap(xp)= -Ba—'l' =Bk, cos(wrt-kx+)=Ap, cos(w r-kx+\y) ,
ox (60)
Ap, =pvo ¥, .
1z (58) sledi
P=S(Ap)/(pv) . (61)
<P>=SApl/2pV) . (62)

12. Intenzitet talasa

Kada se radi prostornim talasima (ravanskim, cilindri¢nim i sfernim) intenzitet talasa se definise
kao prosena snaga po jediniCnoj povrSini normalnoj na pravac prostiranja talasa

I=<P>/S. : (63)

Intenzitet ravanskih talasa u fluidu
Za ravanske talase je § = Const. Prema (58), (63) sledi
[=<P>/S=y> ko B/2= {50’ /pB/2 . (64)
KoristeGi (49) i (62) intenzitet zvuénih alasa se moZe izraziti i preko maksimalne promene pritiska

20

I=Apli(2pv)=Apli(2JpB) . (65)

Iz (64) se vidi da isti intenzitet zvuka mogu da imaju dva talasa razliCitih frekvencija i amplituda
(potrebno je samo da je Clan W _w = Const) dok prema (65) sledi da oba talasa imaju istu maksimalnu
promenu pritiska Ap, . Zato je pogodnije opisivati zvucni talas preko fluktuacija pritiska (49) nego
preko elongacije delica fluida (48).

12.1 Merenje intenziteta zvucnih talasa - skala decibela

Eksperimenti pokazuju da osetljivost uva zavisi kako od frekvencije tako i od intenziteta zvuka.
Sto se tice osetljivosti na intenzitet zvuka ona je priblizno logaritamska. Zato je moguce Cuti izvuk
veoma malog i veoma velikog intenziteta. Nivo intenziteta zvuka [ se definiSe kao

B =(10 dB) log(I/1,) , (66)

gdeje I= 10"2W/m? referentni intenzitet zvuka odabran kao proseCni najmanji intenzitet zvuka koji
ljudsko uvo moze Cuti na frekvenciji od 1kHz. Nivo intenziteta zvuka se izraZava u decibelima
(1dB=(1/10)Bjer je bel velika jedinica za tehniCku upotrebu).

S obzirom da uvo nije jednako osetljivo u celom ¢ujnom frekventnom opsegu
( =20 Hz-20 kHz, uvo je manje osetljivo naroCito na krajevima ovog opsega) pojedini instrumenti za
merenje izraZavaju nivo intenziteta zvuka u dBA jedinicama. Na ovakvoj skali uzeta je u obzir
prose¢na frekventna osetljivost uva.

12.2 Promena intenziteta talasa sa rastojanjem
.+ Ekvifazne ravni =

Izvor ) e

Prema (64) proseCna snaga g e —H\“’:" )
prostoperiodi¢nog ravanskog talasa je o : i ;
1 1

proporcionalna kvadratu amplitude 1 TN : :
: - 10 2 : . ¥ ' " b i “ .
oscilovanja'® <P>«= ¥ .Intenzitetravanskih | , . i
talasa je , " p X

L wOl W, 2 =B =T (6T

Rav ?

v v

Prostorna elongacija
. : 2 . Cestica sredine
Ravanski talas je prikazan na slici 18.
Za cilindricne talase je S=2mrh (h Slika18. Intenzitet ravanskih talasa u nedsipativnoj sredini se ne
menja jer je povrSina kroz koju prolazi talas konstantna,

je visina cilindra, slika 19) pa im je intenzitet
v, =¥

Tev®

L= Bl ir=B ol , B oy=P o Ir (68)
gde je ¥, amplituda cilindri¢nih talasa. Za sfeme talase je S= 4mr?,slika 20 paje

Iy P /ri=Tl, Fy=TFylr, (69)

©Sa ¥ je oznaCena amplituda bilo koje vrste talasa.
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gde je ¥ o, amplituda sfernih talasa. Gornji izrazi vaZe samo za navedene geometrije, npr. unutar neke
prostorije zvuéni talas moze da dode do slusaoca i preko refleksija. Pri “zvucnom” dizajniranju neke
prostorije o tome se mora voditi ratuna kako bi intenzitet zvuka bio priblizno konstantan na svakom
mestu.

.

Ekvifazne ravni 2
- >SN, ’ . :
. sk iy [t g
Izvor ] kS : %
' i e T I ) Y b
¢ i S i . Y
Whogy & e P g™ 8 g i
Ecsnzz L -"'mul ' s -
WARAT i
1 ' r g H
/ i ) ' i
. ]‘f i ' , /_ Prostarna elongacfja
. 4 “———""/_ Prostorna clongacija Cesyjca sredine
.. T reieiieiiiba oo - CBSHC STEdinG - 7 i ’

Slika 19. Intenzitet cilindricnih talasa u nedsipativnoj  Slika 20. Intenzitet sfernih talasa u nedsipativnoj
sredini opada inverzno sa kvadratnim korenomrastojanjaod  sredini.opada inverzno sa rastojanjem od izvora.
izvora, ¥ ey =¥ /¥ ¥ =T, Ir

13. Talasna impedansa sredine

Ako talas pri svom prostiranju prelazi iz jedne sredine u drugu koja ima drugacije
karakteristike'' tada u opdtem sluéaju dolazi do delimi¢nog prolaska (transmisije) talasa kroz ovu
graniénu povrs i do delimi¢nog odbijanja (refleksije) od nje. Energija upadnog talasa se pri tome deli
izmedu transmitovanog i reflektovanog talasa. Pri tome se defini3u koeficijenti transmisije i refleksije
kao koli¢nici amplituda propustenog i reflektovanog talasa sa amplitudom upadnog (incidentnog)
talasa, respektivno. S obzirom da se amplitude raznih talasa odnose na razlicite fiziCke veliCine uvodi
se pojam talasne impedanse sredine da bi se dobile opite formule za pomenute koeficijente.

Po definiciji je impedansa linijskih (jednodimenzionalnih) talasa u bilo kojoj sredini
koli¢nik one dve fizicke veliCine Ciji proizvod daje snagu talasa. Za povriinske i prostorne talase
impedansa je definisana koli¢nikom onih veliCina ¢iji proizvod daje snagu po jedinici duZine i
snagu po jedinici povrSine, respektivno. Talasna impedansa je karakteristika sredine a ne talasa.

U Npr. za transverzalni talas koji se kree po jednoj Zici i nailazi na drugu Zicu
razliGite poduzne gustine, zvucni talas koji iz vazduha prelazi u vodu ili obmuto,
elektromagnetski talas (svetlost) koji iz jednog dielektrika (npr. iz vazduha) pada na drugi
(npr. staklo) i sl.
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13.1 Talasna impedansa Zice (transverzalni talasi)

Za transverzalne talase po Zici (vidi sliku 16) to je koliCnik sile F =~ F dy/dx koju generise
talas pri prostiranju i brzine deli¢a v,=ay/ at. Kako je veza parcijalnih izvoda talasne funkcije data
izrazom (16) sledi

Z.=F,Iv,=Flvg=\Fp , (70)
jer je za transverzalne talase vyp=F/p (izraz (28)) gde je F sila zatezanja i u =m/L poduzna
masa Zice.

13.2 Talasna impedansa Zice (longitudinarni talasi)

Impedansa Zice za longitudinarne talase je koli¢nik sile usled normalnog naponana levom kraju
deli¢a (vidi sliku 13) F =-0, (x+¥,)S koju generide talas pri prostiranju i brzine delica Zice
v =0'F /3. Elongacija deli¢a Zice je data opitim izrazom (13) odnosno (52) samo 3to je u ovom
slu¢aju potrebno pisati longitudinamu elongaciju § umesto y. Kako je y<<x, primenjujuci Hooke-
ov zakon (izraz za deli¢ Zice (29)) sledi F, =-E _So¥ /x . Koristeci izraz (16) dobijamo

Z =F /v,=SE /vg =S Ep, ’ (71)
jer je za longitudinarne talase v, = \[Ey_lp (izraz (34)) gde je EyYoung-ov moduo elastiCnosti i p
gustina materijala zice.

13.3 Talasna impedansa fluida

Talasna impedansa fluida je koli¢nik sile F, = SAp, koja deluje na levoj strani deli¢a fluida na
slici 15 koju generise talas pri prostiranju i brzine delica Zice v =9 /dt. Sli¢no kao i u predhodnim
primerima talasnih impedansi elongacija deli¢a Zice je data op3tim izrazom (13). Promena pritiska u
fluidu se moze izraziti preko modula sti§ljivosti (jednaina (43)) pa se na slican naCin kao i u
predhodnim primerima dobija izraz za talasnu impedansu

Z.=Aplv, =Blvg =\/Bp , _ (72)

jer je za longitudinarne talase u fluidu vy, =y B Tp (izraz (47)) gde je B modul stisljivosti i p gustina
fluida. Npr. za adijabatsko prostiranje zvucnih talasa (fazna brzina je data izrazom (50), a modul
sti§ljivosti sa (38)) talasna impedansa gasa je

Z,,~V%pp . @)

gde je x adijabatska konstanta gasa, p ip su pritisak i gustina gasa respektivno.
13.4 Veza talasne impedanse sredine i snage talasa

Ovu vezu moZemo izvesti na primeru transverzalnog talasa na Zici. Koriste¢i (54) i (70) snaga
talasa se moZe izraziti kao
2
P=Fv =Zvy . (74)
Sli¢an izraz se moZe izvesti i u slucaju longitudinamnih talasa na Zici i longitudinarnih ravanskih talasa
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u fluidu pa je vezu snage i talasne impedanse u opstem slu¢aju moguce napisati kao
P=Z@y/ot), (75)

gde je sa (x.f) oznacena ona transverzalna ili longitudinarna elongacija delica sredine kroz koju se
prostire talas.

14. Zakon odbijanja i prelamanja talasa

Kada prostorni talas pri kosoj incidenciji naide na razdvojnu povrs dve sredine razliCitih
talasnih impedansi dolazi do delimi¢ne refleksije i transmisije talasa iz jedne sredine u drugu. Pri tome
i reflektovani talas i transmitovani talas menjaju pravac kretanja. Zakoni skretanja pravaca talasa su
Cisto geometrijske prirode i ne zavise od vrste talasa (vaZe i zalongitudinamne i transverzalne talase).
Bitno je samo da talasi zadovoljvaju uslov “geometrijskog” predstavljanja'’. Mi cemo izuéavati zakone
refleksije i transmisije ravanskih talasa jer se ostale vrste talasa u geometrijskoj interpretaciji zraka
talasa svode na ravanske.

_Posmatrajmo neki zrak prostornog talasa Ciji je talasni vektor Ej( k=w/vy =2m/A,) koji iz
sredine | pada na razdvojnu povrs pod uglom 6, prema normali, slika 21. Deo incidentnog zraka se
reflektuje pod uglom 8, prema normali. Reflektovani zrak ima talasni vektor i-c'r istog intenziteta kao
i incidentni (k_= k; jer se prostire u istoj sredini) a zajedno sa njim defini3e incidentnu ravan (ravan
crteza). Deo incidentnog zraka se transmituje pri ¢emu zrak zaklapa ugao 8, prema normali, a zbog
simetrije leZi takode u incidentnoj ravni. S obzirom da se prostire u drugoj sredini talasni vektor
transmitovanog zraka je fl(k|= W/vy=2n/A,).

GraniCni uslovi zahtevaju da
by projekcije talasnih vektora na y osu
na slici 21 budu jednake odnosno treba
da vazi

i

1, ky=ky ., (76)

) & ky =ty - (n
TS Kako je k =k;sin®,, k =k sin8 i
.l:w;kt sinB, iz (76) sledi zakon
odbijanja talasa

8,=0, . (78)
Iz (77) sledi Snell-ov zakon prelamanja

sind, k A v,
Slika 21. Zakon odbijanja i prelamanja talasa na razdvojnoj povrsi dve —a— = I b i._ =L
sredine se izvodi iz jednakosti komponenti talasnih vektora po yosi. Na smv; & 3 ¥a

slici je prikazana transverzalna elongacija Cestica. Koliénik v / v, se naziva

indeks prelamanja druge sredine u

2Uslov je zadovoljen ako talas talasne duZine A pada na dovoljno veliku razdvojnu
povrs pri éemu vazi A<<L_, , gde je L_, minimalna dimenzija razdvojne povrsi.
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odnosu na prvu. Na slici 21 je prikazan sluaj v,> v, 0,> 8.
Iz zakona (78) i (79) mogu da se odrede pravci kretanja zraka, ali ne i amplitude odbijenih i
prelomljenih zraka. O ovome Ce biti reci u sledeCem poglaviju.

15. Koeficijenti refleksije i transmisije talasa

Kao 3to je reCeno kod definisanja talasne impedanse sredine, ona je usko povezana sa
koeficijentima refleksije i transmisije. Koeficijenti transmisije i refleksije se defini3u kao koli¢nici
amplituda oscilovanja Cestica sredine propustenog i odbijenog talasa sa amplitudom upadnog
(incidentnog) talasa, respektivno. Kod linijskih (jednodimenzionalnih) talasa i longitudinamih
prostornih talasa postoje dva koeficijenta. Medutim ako transverzalni prostorni talas pada pod nekim
uglom na razdvojnu povr§ dve sredine postoje Cetiri koeficijenta, dva za refleksiju i dva za transmisiju
u zavisnosti od nacina polarizacije odnosno od pravca oscilovanja Cestica u odnosu na incidentnu ravan.

Navedeni koeficijenti bice izvedeni na primeru refleksije i transmisije transverzalnog talasa koji
se kreée po Zici. S obzirom da smo uveli pojam talasne impedanse sredine, izvedene formule mogu da
se primene i na ravanske longitudiname talase u fluidu ako se radi o normalnoj incidenciji". Treba reci
da ovi koeficijenti imaju smisla samo kod “geometrijske” predstave talasa u kojoj se uvodi pojam zraka
talasa. Ako talasi nailaze na objekte koji su manji ili jednaki talasnoj duZini tada dolaze do izrazaja
difrakcioni i interferencioni efekti koji ne mogu da se opifu pomocu koeficijenata refleksije i
transmisije.

Neka se incidentni prostoperiodiéni transverzalni talas amplitude Y,  krece po Zici poduzne
gustine | s levaudesno, slika 16 i slika 22. Talas na nekom mestu (npr na mestu x; na slici 16) nailazi
na drugu Zicu neograniCene duZine i poduZne gustine . Obe Zice su zategnute silom F i smatramo
da su linearne sredine odnosno da vaZi princip superpozicije talasa. Incidentni talas se delimi¢no
reflektuje, a amplituda ovog talasa je Y, . Na slici 22 je prikazan jedan od nacina refleksije pri Cemu
se menja faza talasa za ugao . Medutim eventualna promena faze zavisi od odnosa poduznih masa
Zica odnosno od odnosa njihovih karakteristiCnih impedansi kao 3to Ce biti pokazano u daljem
izvodenju. Krive se mogu nacrtati na sledeci nacin. TaCka A je taCka refleksije incidentnog talasa,
isprekidanom linijom u sredini 2 je prikazan incidentni talas u sluCaju da nema refleksije. Tacka B je
pomerena za ugao 7 u odnosu na taCku A, tacka C ima istu fazu kao i taCka B samo je reflektovani
talas manje amplitude od incidentnog i krece se u suprotnom smeru od njega. Talasna duZina ovog
talasa je jednaka talasnoj duZini incidentnog, jer se prostiru po istoj Zici (isti su im talasni vektori
k=k =k, =w/vg ). Deoincidentnog talasa se prenosi na drugi deo Zice kao transmitovani talas. On ima
drugadiju talasnu duZinu (k,=k,=w/vy)". Pretpostavicemo radi jednostavnosti izvodenja da je
koordinatni pogetak x0y sistema u taCki x,=x=0 i da je poCetna faza incidentnog, reflektovanog i
transmitovanog talasa je ¢ =0". U tom slu€aju jednacine incidentnog (13) i reflektovanog talasa (14)

13 Pod ovim se podrazumeva upadni talas kod kojeg je talasni vektor normalan na
razdvojnu povrs dve sredine.

1 Sya tri talasa imaju istu kruznu frekvenciju i to je jedini parametar koji se ne menja.

¥ $to se tice incidentnog talasa vec je bilo re€i o tome da ova konstanta zavisi od kog
trenutka se posmatra oscilovanje izvora pa je uvek moguce usvojiti pomenuti uslov. Medutim
usvajanje poCetne faze reflektovanog i transmitovanog talasa znaCi da njihove amplitude
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na mestu x =0 se svode na

yet) =Y, sin(wr - kx) = y(x=01)= Y, sin(@1) , (80)

y(xt)=Y sin(of+kx) = y,(x=0,n=Y_ sin(wr) . (81)
dok je jednacina transmitovanog talasa na istom mestu
ye) =Y sin(@r-kx) = y(x=00)=Y,sin(@) . (82)

Kako na spoju dve Zice nema prekida Zice, primen] ujuéi princip superpozije na incidentni i reflektovani
talas sledi
J"’i*'yl-=—vr-' Yim"'vrm=Y N (83)

Po definiciji su koeficijenti refleksije i transmisije, respektivno
r=Yrm/Yim e thtm/Yim L (84)

pa iz (83) sledi
| +r=t. (85)

Druga jednaina koja povezuje
koeficijente refleksije i transmisije se
dobija naosnovu neprekidnosti sile koja
deluje u taCki spoja dve Zice.
Posmatrajmo deli¢ Zice mase Am=0
na slici 22. Delovi Zice levo i desno od
deli¢a deluju silom zatezanja F. Posto
se svi deli¢i obe Zice kreCu samo
vertikalno interesuju nas samo
Slika 22. Refleksija i transmisija transverzalnih talasa na Zici. Uzet je  vertikalne projekcije ovihsila. Prema [l
primer talasa na slici 16. Incidentni talas amplitude Y, se generife na  Newton-ovom zakonu sledi

levoj strani Zice poduZne mase ., i na mestu x, nailazi na Zicu poduZne
mase 1, Reflektovani talas ima amplitudu ¥, . a transmitovani ¥

Reflektovam talas A

\ :
R 3
.-
-l
|
|
[
|
|
|
B, S8
s
Vv

-..----..r%....

Fyl+ Fy2=Amay=0 . (86)

jerje Am=0. F, je sila kojom desni deo Zice deluje na deli¢. Po III Newton-ovom zakonu istim
intenzitetom sile suprotnog smera F;z ==F, deluje deli¢ na Zicu desno generi3uci transmitovani talas.
Iz (86) sledi da je fukcija vertikalne projekcije sile na mestu spoja dve Zice neprekidna i da je prema
(25)

ay,

ml ;
dx

F,=F} - (87)

y

x=0 x=0

dobijaju algebarski smisao odnosno da mogu da imaju i negativne vrednosti. To dalje zna€i
da promena faze talasa iznosi ili 0 ili = (jer se samo u sluéaju promene faze za © menja
zmak ispred prostoperiodiéne funkeije) 3to se na kraju potvrduje iz analize koeficijenata.
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Primenjujuci princip superpozije na elongaciju leve #ice, koju Cine elongacije usled incidentnog i
reflektovanog talasa, dobijamo y,=y,+y, dok je za Zicu desno y,=y,. 1z (87) i jednacina incidentnog
(80), reflektovanog (81) i transmitovanog talasa (82) na mestu x =0 sledi

ay, 9y, ay,

e Fi g =1 - kY. -kY =kY_ . 88

ox o ax - Ax - 1 %im 1 "rm kz tm (88)

1z (88) se dobija druga jednaCina koja povezuje koeficijente refleksije i transmisije
1-r=(k/k)t. (89)

1z (85) i (89), koristeci (70) se dobija
: k-k Vo~ va \/:rt‘\/p'_z - Z-Z
ik vatve  \fu+ b, Z+Z,

. 2k v _ 2w, 22
kit vgtvg \/ﬁ:+‘/|1_2 Z+Z

Kao 5to je ve¢ receno koefcijenti refleksije i transmisije imaju algebarski smisao tj. promenna faze
reflektovanog talasa moze imati vrednosti 0 ili . Iz (90) i (91) sledi da se vrednost koeficijenta
refleksije kreée u granicama -1<r< 1, a transmisije 0 <f< 2.

Npr. za Z,<Z, imamo r<0. Primer za ovo moze biti Zica | sa slike 22 koja je zakaCena za
#icu 2 vece poduzne mase. SliCan primer je i refleksija zvuénog talasa koji iz vazduha pada na povrs
vode. Dakle u slu¢aju negativne vrednosti koeficijenta refleksije kaZe se da je do3lo do obrtanja faze
reflektovanog talasa za ugao © kako je i nacrtano na slici 22, jer je pretpostavljeno p,>i, .

Ako je Zica okaCena o nepokretni zid, on u ovom sluéaju predstavlja Zicu beskonaCne poduzne
mase i tada je p,<<p, odnosno Z,<<Z, pajeprema(90) r=~1.U tom slucaju reflektovani talas
ima istu amplitudu kao i incidentni, a taCka spoja je uvek nepokretna jer je prema (91) koeficijent
transmisije #=0.

Ako je Zica | zakalena za Zicu manje poduine mase p,>,. Z,>Z;, r>0 pa nema obrtanja
faze reflektovanog talasa. Ako je Zica 2 veoma male poduZne mase p,>>U,, tada je r=1 ¥to znaCi da
je reflektovani talas iste amplitude kao i incidentni. Tada kraj Zice | moze slobodno da se krece i
njegova amplituda dostiZe vrednost dvostruke amplitude incidentnog talasa jer je ¢=2.

Zbog pozitivne vrednosti koeficijenta transmisije transmitovani talas nikada ne menja fazu.
IdentiCni izrazi za koeficijente refleksije i transmisije se mogu izvesti u sluCaju longitudinarnih talasa
u #ici i ravanskih talasa u fluidu (za normalnu incidenciju). Citaocu se prepusta da ih sam izvede
koristeCi se gomjim razmatranjima.

(90)

1)
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15.1 Refleksija i transmisija prostornih longitudinarnih ravanskih talasa za kosu incidenciju

Ako longitudinamni talas naide na razdvojnu povriinu dve sredine pod otrim uglom u odnosu
na normalu kao npr. talas na slici 21 tada je uvek moguce incidentni talasni vektor prikazati kao zbir
dva talasna vektora, vektora koji je paralelan razdvojnoj povrsi (to je u slucaju talasa naslici 21 vektor
k= k= k;sinB;) i vektora koji je normalan na razdvojnu povrs (k; =k =k cos8;) odnosno

k=k,+k, . K =k@& , k =kg@ . (92)
Deo incidentnog talasa koji je opisan talasnim vektorom k. i, prostire se duz razdvojne povrsi bez
refleksije i transmisije dok se drugi deo talasa opisan talasnim vektorom k . (koji predstavlja normalnu
incidenciju) reflektuje i transmituje prema formulama (90) i (91).

Npr. na slici 21 je prikazana kosa incidencija za talas koji prelazi iz sredine sa veCom u sredinu
sa manjom talasnom impedansom, Z>Z, (vy,> v, ). Prema (90) 0<r <1 pa reflektovani talas ne
menja fazu, a iz (79) sledi 6,> 8.

16. Koeficijenti refleksije i transmisije snage talasa

Pri refleksiji i transmisiji se deo snage (energije) talasa vraca ili propusta kroz razdvojnu povrs.
Veza izmedu snage talasa i pomeraja delica sredine je data izrazom (75). Kako je elongacija deli¢a
sredine za reflektovani i transmitovani talas definisana izrazima (84) sledi da je snaga reflektovanog
dela incidentnog talasa

2
P,=z,(aa'|:'] =zt{a(;:'"')] 2z[ a":] =RP,, R=r*=

gde je R koeficijent refleksije snage. Za transmitovani deo talasa imamo

2
» z(a"’] Zz[a(nv)J Z[B%J TP, TarRe—3 (g
ar at Z, '\ o Z (Z+2)

2
Z,-Z,
22,

(93)

gde je T koeficijent refleksije snage. Iz (93) i (94) sledi
R+T=1 = RA+P=F (95)

Relacija (95) pokazuje da su koeficijenti refleksije i transmisije snage u skladu sa zakonom o
odrZanju energije.

28

17. Stojeci talasi i normalni modovi
17.1 Transverzalni stojeci talasi na Zici sa nepokretnim krajem

Da bi doslo do formiranja stojecih talasa sredina kroz koju se prostire talas mora biti linearna
tj. mora da vaZi princip superpozicije. Posmatrajmo refleksiju talasa sa slike 22 i njihovu superpoziciju
sa upadnim talasom. Ako je Zica na koju nailazi talas velike poduZne mase p,<<p, prema (90)
dobijamo koeficijent refleksije r= - 1. Amplituda reflektovanog talasa (crtkana isprekidana linija) je
jednaka amplitudi upadnog, a njegova faza je pomerena za ugao m. Na slici 22 grafik nacrtan
taCkastom isprekidanom linijom prikazuje poduznu elongaciju nastalu usled upadnog talasa duz zice
(odabrana je duZina Zice L = A za koju je ispunjen uslov formiranja stojecih talasa $to Ce biti pokazano
udaljem tekstu) u raznim trenucima vremena poCevsi od trenutka £, =T (trenutak kada incidentni talas
dostiZe kraj Zice) u inkrementima po T/8, pa do trenutka #,+2T. Porast vremena na graficima je
odozgo na dole. Generator na levoj strani Zice generile transverzalne oscilacije oblika
y(x=0,t) =¥, sin(w r)a upadni talas se prostire duZ Zice faznom brzinom v, prema jednacini (52) (radi
jednostavnosti je uzeta poCetna faza generatora ¢ =0)

Y=Y sin(wr-kx) , vi=w/k. (96)

Vertikalnim strelicama simboliCki su oznaCene brzine delica Zice (duZina strelice je priblizno
proporcionalna intenzitetu brzine). Grafik reflektovanog talasa je nacrtan crtkanom isprekidanom
linijom, a rezultantni talas punom linijom. Posto rezultantni talas nastaje superpozicijom upadnog i
reflektovanog talasa on po svojoj prostornoj elongaciji kao i po brzini deli¢a predstavlja algebarski zbir
ova dva talasa 3to se jasno vidi na graficima sa slike 22.

Analizom grafika uoCava se da postoje taCke duz Zice (tzv. taCke vorova stojeCeg talasa N)
koje se nikad ne pomeraju i koje se nalaze odmaknute jedna od druge za duZinu A/2. Cvor jena
desnom kraju Zice, jer se on ne pomera tj. na tom mestu se uvek elongacije i brzine deli¢a Zice upadnog
i reflektovanog talasa ponistavaju. Taéno na polovini rastojanja izmedu njih se nalaze tatke “brega”
stojeceg talasa (taCke A) koje imaju maksimalno vertikalno pomeranje odnosno koje u svakom trenutku
imaju najvecu brzinu. Amplitudastojeceg talasaje 2 ¥ (sabiraju se amplitude upadnog i reflektovanog
talasa kada su u fazi kao npr. u trenutkut =¢,+7/2 i t=1,+2T).

Od trenutka #,+2T reflektovani talas se ponovo reflektuje od (nepokretnog) levog kraja Zice'®
na isti nadin kao 3to se reflektovao upadni talas na desnom kraju. Sli¢no bismo dobili i da je duzina Zice
A/2,3A/2, 2A, ... Sa grafika se lako proverava da se ¢vorovi po drugi put reflektovanog talasa ne
poklapaju sa prvobitnim ukoliko se duZina Zice razlikuje od gore navedenih vrednosti pa ne dolazi do
formiranja stojeCeg talasa.

Moze se zakljuditi sledeCe: formiranje stojeCeg talasa pri refleksiji od nepokretnog zida moguce
je samo u sluéaju da se Evorovi talasa nalaze na krajevima Zice tj. da je duZina Zice jednaka celom broju

" ' Generator na levom kraju Zice treba uslovno shvatiti. On je nacrtan da bi slika 22
bila u skladu sa predhodno nacrtanim slikama, a grafici jednostavniji. Naime da bi se stojeci
talas odrZao u svom obliku kao na slici 22 ta¢ka u kojoj se nalazi generator mora biti
nepokretna odnosno mora biti Evor stojeCeg talasa. Generator bi trebalo da se nalazi u jednoj
od tadaka “brega” talasa jer su one pokretne. U tom slu¢aju upadni talas bi se kretao i levo i
desno od mesta generisanja reflektujuci se od oba kraja. To ne bi promenilo fizi¢ku sliku
de3avanja a rezultantni talas bi bio istog oblika kao 3to je prikazano na slici 22.
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polovina talasnih duzina:

Lz=nli2., #3123 (97)
Najmanja duzina Zice pri kojoj se formira stojeCi talas je L= A/2.(n=1). Ako je duzina Zice
fiksna tada je talasna duZina koja stvara stojeci talas

A,=2L/n, n=123,. (98)

Kako je veza frekvencije i talasne duzine talasa f, = v/ A, najmanja frekvencija koja odgovara
najvecoj talasnoj duzini A, =2L se naziva osnovna frekvencija

fi=vi2L) . v=v’FTp : (99)

1T

= T

=130 8 D

Slika 22. Formiranje stojeCeg talasa na Zici sa nepokretnim
krajem u toku jednog perioda. Porast vremena na graticima
je odozgo na dole. Upadni talas (taCkasta isprekidana lintja)
se totalno reflektuje od desnog kraja Zice sa obrtanjem faze
sa ugao 7. Vertikalne strelice oznacavaju transverzaine
brzine kretanja deli¢a zice. Crikana isprekidana linija
oznaCava reflektovani talas. a puna linija rezultantni . Crne
lacke oznaCavaju mesto nepokretnih tacaka (€vorova).
Mesta maksimalnih elongacija (bregova) stojeCeg talasa su
oznaCena kruzi¢ima. Da bi se odrzavao stojeci talas mesta
&vorova talasa moraju da budu na krajevima Zice. To znaCi
da je potrebna duzina Zice celi broj polovina talasnih duzina
L =n)/2. Naslici je prikazan sluCa) n=2.

Ostale frekvencije se nazivaju harmonici a svi
Gine red harmonika koji se mogu izraziti preko

osnovne frekvencije
f":nvf(ZL):nfl y  n=ELA3.. (100)

Pod pojmom normalni mod podrazumeva se kretanje nekog sistema tako da se u njemu sve
Cestice krecu prostoperiodicno sa istom frekvencijom. Npr. za sistem Cestica kojeg Cini Zica duZine L
uévricena na oba kraja. svaka talasna duzina data izrazom (98) predstavlja jedan moguci normalni mod
oscilovanja.

Pod osnovnim modom oscilovanja podrazumeva se oscilovanje sa talasnom duzinom A, =21
tj. sa osnovnom frekvencijom f,. Zica na slici 24 ima beskonadno mnogo normalnih modova
oscilovanja od kojih svaki ima svoju karakteristiCnu frekvenciju i oblik'. Naslici 24 su prikazana prva

Getiri normalna moda oscilovanja Zice.
Neto transfer srednje vrednosti energije duz

|\ ! 4 zice u slucaju formiranog stojeceg talasa je jednak nuli
" A —— jer se jednake srednje energije transportuju upadnim
e _”_: ‘ talasom s leva u desno i reflektovanim talasom s desna
u levo. Energija dela zice izmedu Cvorova talasa se
1 . . X " transformide od Cisto kinetiCke (npr. na slici 22 u
1 J} trenutku t=1,+37/4) do Cisto potencijalne
E_ 2fie? o (potencijalna energija 1steg'nute .il-CE, r'xpr. u u_r:nenutku
. ,-,= ’ t=1,+2T). O ovome Ce biti vide reCi posle
kvantitativnog opisivanja stojeCeg talasa
. : - ‘ . . " Do sliénih zakljuéaka se moze doCi - i
L | matematikim putem. Ako je upadnitalas koji se krece
L Gt ﬁq_' s leva u desno po Zici opisan funkcijom (96) tada je
‘ ,_,; reflektovani talas koji se kreCe u suprotnom smeru
prema jednacini (14)
Vo4 N AN LY Y Y, 0= - Vysin(ikz) (101)
1 _}
r . __ﬁ____al gde je “amplituda” talasa - Y, stavljena zbog
e =_14 vrednosti koeficijenta refleksije r=-1. Rezultujuci
" talas je
Slika 24. Prva Cetiri normalna moda (harmonika) _v!(x,r) o Ym[sin(o) t-kx) - sin(wt+kx)] , (102)

transverzalni talas na Zici uévricenoj na oba kraja.

Koristeci trigonometrijsku relaciju zazbir uglova sin(+p) = sinee cosP £cose sinf iz (102)sledi izraz
y, (0 =[-2Y sin(kn)]cos(@?) , (103)
koji predstavlja jednaCinu stojeceg talasa na Zici. Prvi deo jednaéine u uglastim zagradama opisuje

prostorni oblik funkcije amplitude talasa. On pokazuje da je oblik funkcije sinusni sa maksimalnom
amplitudom 2Y,. Za razliku od progresivnog talasa datog jednaginom (4) ili (13) kod koga se

17 Zicu modelujemo sistemom koji se sastoji od beskona¢no mnogo deli¢a. Nasuprot
ovom sistemu harmonijski oscilator koji se sastoji od jedne mase i opruge ima samo jedan
mod oscilovanja i jednu karakteristiénu frekvenciju. Sistem od dve Cestice ima dva normalna
moda oscilovanja i dve karakteristiCne frekvencije itd.
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poremecaj krece duZ Zice nekom faznom brzinom, stojeci talas ostaje na istom mestu pri Cemu deo Zice
izmedu évorova osciluje u skladu sa drugim delom jednacine oblika cos(w r). Drugim reCima
jednaéina (103) nije jednadina putujuceg talasa oblika (4) nego neke nove vrste talasa koji se naziva
stojeGi. Svaka tacka Zice osciluje prostoperiodicno, a sve susedne tacke izmedu dva Cvora osciluju u
fazi. Ovo je osnovna razlika stojeceg od putujuceg talasa kod koga se faza susednih tadaka kontinualno
menja. Iz jednaine (103) moZemo naci mesta Cvorova talasa, talke za koje je elongacija Zice jednaka
nuli

sin(kx)=0 = kx=0,%,2%,37®,.. = x=0,%,2%,3%,... (104)
Mesta “brega” talasa se dobijaju iz uslova -

S aaBak R o« zalakade

[ sin(kx) | i L L (105)

Prema (103) dobijamo amplitudu stojeceg talasa 2 Ym: Za razliku od putujuceg talasa lako se
pokazuje da stojeCi talas ne prenosi energiju sa jednog kraja Zice na drugi. Postoji lokalni transver
energije od évora ka bregu talasa i nazad, ali je prose¢ni neto prenos energije nula. To se lako pokazuje
koristei izraz za snagu transverzalnog talasa (54), koristeci jednaginu stojeceg talasa (103)

P, = (3y/@0)(-F)(3y/8x) = 4¥; Fo ksin(w ) cos (kx) . (106)
Srednja snaga je
<P>=4Y2 Fakcos(kx) <sin(@?)>=0 , (107)
jerje <sin(w¢)>=0.

Ako pobudimo Zicu tako da joj je oblik
identi¢an sa jednim od normalnih modova i
pustimo da osciluje ona ce oscilovati sa
frekvencijom tog moda proizvodeci Gist
prostoperiodi¢ni zvuk (posto se oscilovanje
Zice prenosi na okolni vazduh, a frekvencija je
u opsegu Cujnosti). Medutim ako Zicu
pobudimo na neki drugi nain (npr. udarom
malog CekiCa kao kod Zice klavira ili trzanjem
kao kod gitare) prostorni oblik pobude nije
jednostavan kao oblik normalnih modova na
Slika 25 Oscilovanje pobudene ice je superpozicija normalnih ~ Slici 25. Zica je pobudena trzanjem tako $to je
modova, Prikazana su tri moda u podetnom trenutku od kojih  ostvarena prostorna elongacija u obliku trougla
osm.wni tma najveéu. amplitudu i deﬁnjie.visinu tona kojeg ymu(x £=0). Zica osciluje tako da se
proizvodi Zica. Amplituda osnovnog moda je oznacena sa 4. iavtivie osnovni harmonik y, i beskonadno

mnogo visih harmonika tj.oscilovanje Zice je
superpozicija mnogo (teorijski beskonaéno mnogo) normalnih modova. Svi oni imaju razliite
amplitude, a pomeranje svake tatke na %ici je superpozicija pomeranja svih modova na tom mestu. Na
slici 25 je prikazana superpozicija tri normalna moda y, , y, i y; u poCetnom trenutku koji priblizno
opisuju (osim u okolini o3trog vrha istegnute Zice) oblik Zice. Najve¢u ampitudu (oznaCena sa 4 ) ima
osnovni harmonik i po tome Ce se prepoznati visina tona kojeg proizvodi Zica. Raspodela amplituda
visih harmonika ili tzv. frekventni spektar definisace “boju” tona. Frekventni spektar zavisi od

v = Asin k)

v = (A2 sin 24 ¥
—

-~

V) = (AM) sin 3Ky

| .

Nactuai

via ) ey |(“"”' - \'li\‘()l + v, (v
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poetnog oblika pobudene Zice, npr. razliCitu “boju” tona ¢e imati Zica gitare pobudena ispred otvora
tela gitare nego na nekom drugom mestu.

Svaki oblik kretanja Zice je moguce predstaviti kao superpoziciju normalnih modova
oscilovanja. Postupak po kojemu se trazi amplituda normalnih modova, kao 5to je to uradeno na slici
25 se naziva harmonijska analiza. Zbir prostoperiodiénih funkcija koje predstavljaju sloZeni talas se
naziva Fourier-ov red.

17.2 Transverzalni stojedi talasi na Zici sa slobodnim krajem

Formiranje stojecih talasa na Zici sa slobodnim krajem se razlikuje od predhodnog slu¢aja samo
po mestu formiranja Cvorova i “brega” talasa. Posmatrajmo sliku 26 na kojoj je prikazana sli¢na
situacija onoj sa slike 22. U ovom sluéaju upadni talas nailazi na Zicu male poduZne mase 4,>>,
pa prema (90) dobijamo koeficijent refleksije r=1'". Amplituda reflektovanog talasa (crtkana
isprekidanalinija) je jednaka amplitudi upadnog, a promena njegove faze je nula. Na slici 26 taCkastom
isprekidanom linijom je prikazan grafik poduZne elongacije nastale usled upadnog talasa duz Zice
(odabrana je duZina Zice L = A za koju je ispunjen uslov formiranja stojeCih talasa) u raznim trenucima
vremena poCevsi od trenutka f,=T (trenutak dostizanja kraja Zice) u inkrementima po 7/8 pa do
trenutka f,+27T. Porast vremena na graficima je odozgo na dole.Generator na levoj strani Zice generise
transverzalne oscilacije oblika y(x=0,r)=¥_sin(w ), a upadni talas se prostire duZ Zice faznom
brzinom v, prema jednaCini (52) (radi jednostavnosti je uzeta poetna faza generatora ¢ =0).

Uporedujudi grafike sa slika 22 i 26 uoCava se da su &vorovi i “bregovi” talasa zamenili mesta.
Rastojanje izmedu njih je A/2, a amplituda stojeCeg talasa je 2 ¥, . Generator talasa na levom kraju
%ice je pokretan i predstavlja slobodan kraj'® od koga se u trenutku #,+27 reflektovani talas ponovo
reflektuje na isti nacin kao $to se reflektovao upadni talas na desnom kraju. Stojeci talas se formira za
duzine Zice A/2, 3A/2,2A....

Moze se zakljuditi sledeée: formiranje stojeceg talasa pri refleksiji od slobodnih krajeva Zice
mogude je samo u sluéaju da se “bregovi” talasa nalaze na krajevima Zice j. da je duZina Zice jednaka
celom broju polovina talasnih duZina. Izrazi koji slede su identi¢ni izrazima (97)-(100).

Do sli&nih zakljuéaka se moZe do¢i i matematiCkim putem. Ako je upadni talas koji se krece
s leva u desno opisan funkcijom (96) tada je reflektovani talas koji se krece u suprotnom smeru prema
jednaéini (14)

¥, (x0)=+Y sin(wt+kx) , (108)

jer reflektovani talas ne menja fazu. Rezultujuci talas je
¥,(e,0) =Y, [sin(w 1 -kx) + sin(w +kx)] = [2Y cos(kx)]sin(w 1) . (109)

8 Desni kraj Zice je slobodan jer tanka Zica ima zanemarljivu masu i sluZi samo da
odrava silu zatezanja u debeloj Zici. Obi¢no se slobodan kraj Zice predstavlja jednom
alkicom koja je provucena kroz $tap kao 3to je to prikazano na graficima sa slike 26.
Koeficijent transmisije je =2 §to pokazuje da je amplituda talasa na desnom kraju dva puta
veca od amplitude upadnog talasa. Medutim ovo ne zna€i da postoji snaga transmitovanog
talasa. Koeficijent transmisije snage je prema izrazu (94) T=4Z,/Z,~0 ato znati da se sva
energija upadnog talasa reflektuje na desnom kraju.

1% Va3 ista primedba za izvor kao i u slu¢aju refleksije talasa sa slike 22.
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koji predstavlja jednacinu stojeCeg talasa na zici sa slobodnim krajevima. Prostorni oblik funkcije je
kosinusni sa maksimalnom amplitudom 2V, . Iz jednacine (109) mozemo naci mesta ¢vorova
talasa. To su tacke za koje je elongacija zice jednaka nuli tj.

cos(kx)=0 = kx=m/23n/25®"/2... = x=A/4 3X/3.50/74.... (110

Mesta “bregova” talasa se dobijaju iz uslova

19| >
1o
1| >

lcos(kx)| =1 = kx=0,m,2m,... =~ x=0,

(1

-3 4

Slika 26. Formiranje stojeéeg talasa na Zici sa slobodmm
krajem u toku jednog perioda. Porast vremena na graficima
je odozgo na dole. Upadni talas (taCkasta isprekidana lina)
se totalno reflekiuje od desnog kraja zice bez obrianga faze
Vertikalne strelice oznaCavaju transverzalne brzine kretanja
delica  zice. Crtkana  isprekidana  linija - oznaCava
reflektovani. a puna linija rezultantni talas. Crne taCke
oznacavaju mesto nepokretnih taCaka (Evorova). Mesta
maksimalnih elongacija (bregova) stojeCeg talasa su
oznacena kruzi¢ima. Da bi se odrzavao stojeci talas mesta
bregova talasa moraju da budu na krajevima zice, To znaCh
da je potrebna duzina Zice celi broj polovina talasnih duzina
L=nA/2. Naslici je prikazan sluay n=2.

18. Interferencija talasa i izbijanje
18.1 Interferencija talasa iste frekvencije

Pod interferencijom se podrazumeva slaganje dva il vise talasa u istom delu prostora. Da bi
doslo do stvaranja interferencionih efekata potrebnio je da talasi imaju istu frekvenciju i da budu
koherentni (razlika pocetnih faza je konstantna). Npr. stvaranje stojecih talasa je jedan primer
interferencije. Tada se dva talasa istih talasnih duZina kreCu u suprotnim smerovima stvarajuCi ¢vorove
i “bregove” talasa koji se ne kreCu. Fazna razlika je konstantna, ili je0 ili @ u zavisnosti od vrste
refleksije.

Zvu nik

LEA BEE 1~

= T T A r ;
e B EE 8

Pojpdave’  Zva'mik

slika 27. Konstruktivna interferencija talasa emitovana iz
dva koherentna zvuénika. Mikrofon detektuje maksimalni
intenzitet zvuka ako su zvuénici odmaknuti za talasnu
duzinu. Tada se mesta maksimalnog nadpritiska oba zvu¢na

Poplaval Zvelmik

Slika 28. Destruktivna interferencija talasa emitovana izdva
koherentna zvuénika. Mikrofon detektuje minimalni
intenzitet zvuka ako su zvuénici odmaknuti za polovinu
talasne duzine. Tada se mesta maksimalnog nadpritiska

jednog i maksimalnog podpritiska drugog zvucnog talasa

talasa poklapaju.
e preklapaju i poniStavaju.

Ako se zraci talasa istih talasnih duZina kreCu u istom smeru ili se seku pod nekim uglom nece
doéi do stvaranja stoje¢ih talasa nego Ce u delu prostora u kojem se preklapaju doci do povecanja ili
smanjenja rezultantne amplitude talasa. Povecanje amplitude ili tzv. konstruktivna interferencija se
desava uvek kada je razlika puteva dva zraka jednaka celom broju talasnih duZina 0, A, 2A....
Smanjenje amplitude ili tzv. destruktivna interferencija se desava uvek kada je razlika puteva dva zraka
jednaka celom broju polovina talasnih duZina, A/2,3A/2, 5A/2... Naslikama 27 i 28 su prikazane
konstruktivna i destruktivna interferencija dva (koherentna) zvuCna talasa koji se emituju iz dva
zvuénika, a koje napaja isti izvor™.

Treba naglasiti da je za razliku od stojecih talasa rezultujuci talas kod konstruktivne ili
destruktivne interferencije putujuci talas. To je lako razumeti posto oba zvuénika emituju energiju koja
se transportuje s leva u desno. Efekat interferencije na slikama 27 i 28 kanalie transport energije po
nekim pravcima koji zadovoljavaju gore navedene uslove. Kod stojeCeg talasa nema protoka energije
kroz Cvor talasa.

18.2 Interferencija talasa razlicite frekvencife, izbijanje

Do efekta pri interferenciji talasa moZe doci i ako talasi nisu iste frekvencije. Ako interferiraju
talasi koji se malo razlikuju u frekvenciji doéi ¢e do tzv. pojave izbijanja. Neka se u nekom delu

2 Ako isti izvor napaja oba zvuénika talasi su koherentni. Ovaj eksperiment bi bilo
nemoguCe izvesti sa dva nezavisna (nekoherentna) izvora koji bi napajali svaki svoj zvuCnik.
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prostora preklapaju dva talasa razli¢itih frekvencija i istih amplituda. Na slici 29 su prikazani talasi
frekvencija f,=18Hz i f,=16Hz, slika 29 a). Rezultantni talas je nacrtan na slici 29 b). UoCava se da
su u trenucima £=0.25s i £=0.75s oba talasa u fazi pa je rezultujudi talas dvostruke amplitude. U
ovom primeru je frekvencija varijacije amplitude rezultujuceg talasa 2Hz.

Varijacije amplitude prouzrokuju

Ptl)mt‘:l'ﬂj;\ AP CHPR AP ¢ pojacanje i slabljenje intenziteta

sl it e . ?r SRVAVE 4 } t(s)  talasa koji se naziva izbijanje, a
| | | | frekvencija sa kojom se ponavlja

0 lo.2s foso AN Lo promena amplitude se naziva

| : : [frekvencijaizbijanja. Frekvencija

it I ; t(s) izbijanja je razlika frekvencija

upadnih talasa a ovo se moZe
pokazati i matematickim putem.

Slika 29. Promena amplitude koja nastaje slaganjem dva talasa na nekom mestu Neka je jednacina PIVOE talasa na
sa frekvencijama koje se malo razlikuju a) pojedinaéni talasi /,=18Hz | nekom mestu (stavimo npr. x = 0)
f.=16Hz; b) Rezultanti talas nastao superpozicijom dva talasa. Frekvencija

izbijanja je 2 Hz. Y,(1)=¢, sin(w,0), (112)

a na istom mestu jednacina drugog talasa
wz(f)=¢_sin(w2r+1:)=—lr_sin(wzr) 3 (113)

gde je predpostavljeno da su talasi iste amplitude i da su na datom mestu u poCetnom trenutku
koherentni sa poéetnom fazom pomerenom za = *). Koristei trigonometrijsku smenu

et i
iz(112) 1 (113) sledi sine 7 sinf = 2sin[(e 5 B)/2] cos[(a=p)/2] (114)
WD =,(0) + ¥,(1) =29, sin(w )] ms[ﬂ%"—’:] : wm=%. (115)

Deo jednacine (115) u uglastim zagradama definide amplitudu rezultantnog talasa izbijanja. Ona se
menja sporo, u datom primeru je @, =2%f], @, =27f, W, =T (/- /;)pa je period izbijanja

fw=20,/Q2n)=f-£,=2Hz, T,=1/f=05s . (116)

gde je frekvencija promene amplitude /(2 %) pomnoZena sa faktorom 2, jer se detektuje intenzitet
talasa, a on je proporcionalan kvadratu amplitude koja prode kroz dva maksimuma i dva minimuma
po periodu.To se jasno vidi na i na slici 29.
Drugi deo jednaéine (115) se menja prema prema kosinusnom zakonu i srednjoj frekvenciji

. =(/;+f)/2=f=f, jerie fi= 1. Frekvencija rezultantnog talasa se malo menja, jer se frekvencije
upadnih talasa malo razlikuju. Ljudsko uvo moZe da Cuje izbijanja do oko 6 ili 7 Hz. Ako je razlika
frekvencija veca ne &uje se individualno izbijanje nego se Euje sloZeni talas za koji se kaZe da je
konsonantan ili disonantan u zavisnosti u kojem odnosu stoje frekvencije upadnih talasa.

2 Kod pojave izbijanja dva talasa moraju biti “periodiéno koherentni”. U ovom
primeru pomeraj faze iznosi % za £ =0, isti pomeraj faze Ce se ponavljati u intervalima u
kojima se ostvari celi broj perioda i jednog i drugog talasa, npr. u gornjem primeru najmanji
interval za koji &e se to ostvariti je T, =0.5s, prvi talas napravi 9 oscilacija a drugi 8.
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19. Fazna i grupna brzina talasa

Jasno je iz izlozenog da se u disperzivnim sredinama brzina periodi¢nog talasa ili impulsa ne
moze definisati preko fazne brzine. Impuls se “rasplinjava” odnosno menja oblik pri kretanju kroz
ovakvu sredinu. Drugim re¢ima, ako posmatramo kretanje jednog impulsa njegova brzina premeStanja
u prostoru zavisiCe od njegovog oblika. Problem je kako u ovakvim sredinama definisati brzinu talasa.
Da bi ovaj problem opisali analiti¢ki. periodiCnog talas ili impuls se prema Fourier-ovoj analizi u
linearnoj sredini moZe razloziti u spektar prostoperiodiCnih talasa. U disperzivnoj sredini svaki od ovih
talasa ima svoju faznu brzinu koja se moze odrediti iz diferencijalne jednaCine koja opsuje kretanje
talasa u toj sredini. Slaganjem (superpozicijom) ovih komponenti spektra na nekom mestu i u nekom
kasnijem trenutku dobija se novi oblik impulsa. Ako je oblik incidentnog talasa periodiCan Fourier-ovoj
analiza se svodi na Fourier-ov red, a ako je oblik incidentnog talasa impuls neophodno je koristiti
Fourier-ove integrale koji predstavljaju generalizaciju Fourier-ovih redova.

Razmotrimo najprostiji slu¢aj dva talasa (najprostija talasna grupa) koji se kreCu u istom smeru
a Cije se frekvencije (kao i talasne duzine ili talasni vektori) malo razlikuju. Neka su talasi istih
amplituda. Ovi talasi predstavljaju najprostiji talasni paket. Oblik talasa je

Y (xt)=¢, sin(w1-kx) , P,(x0)=9, sin(w,f-kx) , (117

gde je kruzna uCestanostdrugog talasa @, = @, +Aw , Aw <<w, i talasni vektor k,= k +Ak, Ak<<k,.
U jednacinama talasa (117)je radi jednostavnosti pisanja usvojena poCetna faza oba talasa jednaka nuli.
KoristeCi trigonometrijsku smenu (114) sledi

P(x,0) =g (x0) + Py(x1) = ZIIJMCDS[ ééir— %x] sin[[ul»« Azm] r—[k1+é—lf] x

Aw Ak
>

(118)
=|2 —_—t—
P cos( >

> sin(w 1 -k;x) ,
jerje Aw<<w,i Ak<<k,. Deo
st jednaCine (118) u uglastim

4 N 1 zagradama definiSe amplitudu
rezultantnog talasa (anvelopu)
talasne grupe. Grafik rezultantnog

(I U\ X talasa je prikazan na slici 29.

Grafik je sliCan grafiku
izbijanja na slici 29, sa razlikom
da je izbijanje lokalna pojava (na
jednom mestu u prostoru) dok se
grafik sa slike 29 odnosi na
interferencione efekte dva talasa

Slika 29. Superpozicija dva sinusna progresivna talasa bliskih frekvencija
©,=0, *Aw (A®<<,)iistihamplituda. Prikazane su fazna brzina v = @ /k bliskih frekvencija u prostoru i
i grupna brzina. ¥,=d® /dk (brzina kretanja anvelope rezultantnog talasa). vremenu™. Rezultantni talas ima

priblizno nepromenjeni talasni

2 Ukoliko posmatramo izbijanje od pojave maksimuma (za ¢=0.25s) jednaCina (115)
se dobija iz jednaCine (118) za x=0.
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vektor i kruznu frekvenciju (£, ), ali mu je amplituda modulisana anvelopom ¢iji je talasni vektor
Ak/2 i kruzna frekvencija Aw /2. Mada je talasna duzinamodulisanogtalasa 4 7t/ A k. mesta pojedinih
maksimuma anvelope su udaljena za polovinu te vrednosti odnosno za 27/ Ak. Maksimumi anvelope
se ponavljaju u periodima 21 /Aw . Poito se maksimumi premestaju u prostoru brzinom Aw/Ak,
grupna brzina v, talasne grupe je

v;A(n/Ak = vy =lim—=——-. (119)

Ako je poznato kako kruzna frekvencija zavisi od talasnog vektora @ = (k)(ova jednalina
se naziva disperzivna relacija) lako je izraCunati grupnu brzinu talasa. Mada je definicija (119)
izvedena na primeru dva talasa, nju je moguce primeniti u MNOgo sloZenijim talasnim paketima
prostoperiodicnih talasa. Grupna brzina se moze izraziti i preko fazne brzine. Kako je @ = vk grupna
brzina je

do d dv
WG a e g i
Iz k=2m/Asledi
d d
dk=—2—ndl=’kﬁ1 - v:v+k——v£=9‘l—v£. (i’.’l)
22 A s g ' T dA

Sredina u kojoj fazna brzina talasa ne zavisi od talasne duZine (dv/dA =0, e v,) naziva se
nedisperzivnom. Sredina u kojoj je dv /dA #0se naziva disperzivnom. Disperzivne sredineu kojima
je dvg/dA >0 (v, <v)su normalne, a u kojima je dv /dA <0(v >v,)su anomalne.

20. Dopplerov efekat

Eksperimentalno je utvrdeno da se frekvencija zvucnih talasa koje registruje prijemnik
povecava kada se izvor kreCe ka njemu ili obrnuto ili se oba istovremeno priblizavaju jedan drugom.
Kada se izvor i prijemnik medusobno udaljavaju frekvencijakoju registruje prijemnik se smanjuje. Ova
pojava se naziva Doppler-ov efekat po Christianu Doppleru koji ga je 1842. godine teorijski objasnio.

Kako frekvencija koju registruje prijemnik zavisi od kretanja izvorai prijemnikato se merenjem
frekvencije ili njene promene mogu precizno odrediti brzine kretanja pokretnih izvora ili pokretnih
prijemnika koji reflektuju talase.

Zavisnost frekvencije koju registruje prijemnik bice izvedena za tri sluCaja: a) prijemnik se
krece, a izvor miruje, b) prijemnik miruje a izvor s krece i ¢) i prijemnik i izvor se kreCu. U svim
slu¢ajevima sredina je nepokretna.

38

20.1 Pomena frekvencije usled kretanja prijemnika

P ~x Neka nepokretni izvor v,=0 emituje
zvuéne talase frekvencije /, Cija je brzina ¢, a
talasna duzina u nepokretnoj sredini

l|=l-'-c/_.'; : (122)

Na slici 31 su prikazani preseci dve ekvifazne

sfere promene pritiska (jer se radi o priblizno

s _fwvor o7 Prijemnik taCkastom izvoru sfernih talasa) udaljene za
jednu talasnu duzinu. Brzina zvuka u odnosu na

Slika 31. Talasna duzina koju “vidi” prijemnik prikretanjuka  prijemnik odnosno brzina sa kojom prijemnik

r_mpukmnom izvoru je jednaka talasnoj duzini koju emitwe  prolazi kroz ekvifazne sfere je

izvor 1p= X,. Brzina kretanja talasa koju registruje prijemnik

se povecava, jer s sabiraju brzine talasa i brzina kretanja By =X Vors (123)

prijemnika ¢ =c+v,. Zbog toga se povecava frekvencijakoju

registruje prijemnik.

3

Medutim prijemnik Koji nailazi na ove
ekvifazne sfere “vidi” istu talasnu duZinu,
odnosno ona ne zavisi od njegove brzine

)‘fli:l:‘p/f;:(ﬁ",)/fp g (124)

gde je £, frekvencija koju registruje prijemnik. 1z (122) i (124) sledi
clf;=(e+v)If, = f=fi(+v,le) . (125)

Ako se prijemnik udaljava od izvora u izrazu (125) treba uzeti algebarski znak brzine tj. vp<0.
Uzimajuéi ovo u obzir sledi
f=fQ=xlv,l/e, (126)

gde znak “+” treba uzeti u sluCaju kretanja prijemnika prema izvoru a znak “-” u sluCaju njegovog
udaljavanja od izvora. Relacija (126) vaZi samo u sluCajevima |v | <c.Ako se npr. prijemnik udaljava
od izvora brzinom v_>¢ frekvencija koju on registruje prema relaciji (126) postaje negativna. Relacija
(126) se ne moZe koristiti ni za sluCaj priblizavanja posmatraCa izvoru ukoliko je v,>c. Naime u tom
sluéaju se znatno menjaju fiziCka deSavanja u sredini odnosno generiu se tzv. udarni talasi o kojima
Ce biti reéi u slede¢em poglavlju. Dakle fizicki model polozaja ekvifaznih ravni koji smo prikazali na
slici 31 se mora promeniti.
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20.2 Pomena frekvencije usled kretanja zvucnog izvora

c ; S g
o = et Razmotrimo sada sluCaj kretanja
= CTI b t=2T izvora konstantnom brzinom v, kroz
:/ ./,U_"\_ [ A nepokretnu sredinu dok je prijemnik u
f ICT: BE BT\ ) stz?nju mlTOVaIlji:l vp.. Na_shu J:EJC
| prikazan polozaj ekvifaznih ravni~ u

trenutku r=2T7. Polozaji ravni
odgovaraju mestima 1 i Il sa kojih se
emitovao zvuk i koja su pomerena za
rastojanje v,T. U poCetnom trenutku
posmatranja t,=0 (polozaj izvora I)
izvor emituje maksimum promene

Slika 32. Brzina kretanja talasa koju registruje prijemnik pri kretanju pritiska predstavljen ekvifaznom ravni

izvora ostaje nepromenjena g,=¢c. Talasna duZina koju “vidi” prijemnik T o3

se usled kretanja izvora ka njemu smanjuje A_=(c-v,)T.Zbogtogase °* S " T (u polozaju I.Z\:'()ra

povecava frekvencija koju registruje prijemnik, jer je f eylh, 11) emituje maksimum promene pritiska
predstavljen ekvifaznom ravni 1L

Brzina kretanja talasa (odnosno ravni koje predstavljaju talas) se ne menja u odnosu na prijemnik i
iznosi ¢ (za zvuk ne vazi zakon sabiranja brzina jer ga prenosi nepokretna sredina), kao $to je prikazano
na slici 32 pa je

s )5</ I 5 /’ AL LS LLT LY i 7, /ﬁi

¢ =c, (127)

gde je ¢ brzina talasa koju “vidi” prijemnik. Rastojanje izmedu ekvifaznih ravni predstavlja talasnu
duZinu l koju detektuje prijemnik. Posto se izvor kreCe konstantnom brzinom v; u trenutku £ =27
prikazanom na slici 32 (izvor je na mestu [II) talas emitovan iz polozajal je pre§ao put 5,=¢(27).
Talas emitovan iz polozaja Il presao put ¢ T, a mereno iz poloZaja [ to rastojanje je uvecano za predeni
put izvora v, T. Ukupno rastojanje na kojem se nalazi ekvifazna ravan Il mereno u odnosu na polozaj
Lje's, = (c+v )T. Razlika ovih rastojanja predstavlja talasnu duzinu A ijll detektuje prijemnik (vidi
sliku 32)
Ap=s[—sn=(c—vi)T. (128)
Kako je T'= 1/f,, a po definiciji je frekvencija koju detektuje prijemnik £ = cp;’lpiz (127)i(128) sledi
fp=cP/Ap=j;i(l—vl./c) : (129)

Ako se izvor udaljava od prijemnika u izrazu (129) treba uzeti algebarski znak brzine izvoratj. v,<0.
UzimajuCi ovo u obzir sledi

=510 %|vlle), (130)

gde znak “-” treba uzeti u slucaju kretanja izvora prema prijemniku a znak “+” u sluCaju njegovog
udaljavanja. Relacija (130) vazi samo u sluCajevima |v;|<c odnosno vaZe iste primedbe koje su

3 Poyrii su sfere posto je sirena na automobilu priblizno taCkast izvor, ekvifazne
ravni mogu da predstavljaju mesta maksimalne promene pritiska.
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navedene kod analize Dopplerovog efekta usled kretanja prijemnika.
20.3 Pomena frekvencije usled istovremenog kretanja izvora i prijemnika

Ovaj slucaj je kombinacija prethodnih sluCajeva. Ukoliko se i izvor i prijemnik kre¢u menja
se i i brzina i talasna duzina zvuka u odnosu na prijemnik. Neka je brzina kretanja izvora v, a brzina
kretanja prijemnika v, . Usled kretanja prijemnika prema relaciji (123) se menja brzina kretanja talasa
koju “vidi” prijemnik

= c:l:|v, " (131)

gde znak “+” treba uzeti u slucaju kretanja prijemnika prema izvoru a znak “-" u sluCaju njegovog
udaljavanja od izvora. Takode usled kretanja izvora prema relaciji (128) se menja talasna duZina talasa
koju *vidi” prijemnik

Jl.p=(cz:|vl[)/_j'"l 5 (132)

gde znak “-" treba uzeti u sluaju kretanja izvora prema prijemniku a znak “+" u sluCaju njegovog
udaljavanja. Iz (131) i (132) sledi izraz za frekvenciju koju detektuje prijemnik

¢ 5% cx|v| 1|y |/c

op =r L 3
A, Tex|v| "1z |v]/e wa

fp=

21. Udarni talasi

Kod analize Dopplerovog efekta usled kretanja zvucnog izvora, slika 32 primeCuje se da se
ekvifazne povrsi priblizavaju sa povecanjem brzine izvora v,. Talasne duzine emitovanih zvucnih
talasa na slici 32 se smanjuju i teze nuli za v;~c. Sta se de§ava sa frekvencijom za brzine v,>c? Ovaj
efekat nije prouc¢avan sve dok se nisu razv:ll mlazni avioni koji su mogli da se krecu brze od brzine
zvuka tzv. supersoni¢nim brzinama. Prvi takav avion bio je supersoniCni “Bell X-1" ameriCke avijacije
koji je 1947.godine prvi probio tzv. zvuéni “zid”ostvarisi brzinu od 1.06 Mach.

U predhodnim poglavljima analiziran je efekat promene frekvencije zvuka kojeg Cuje
(ne)pokretni prijemnik, a kojeg emituje (ne)pokretni izvor. Pri tome je pretpostavljen prostoperiodi¢ni
izvor zvuka. S druge strane nezavisno od ovog efekta postoji promena pritiska u fluidu kroz koji se
kreCe neki objekat. Naime svaki pokretni objekat stvara povecani pritisak ispred sebe (postojanje
nadpritiska u fluidu ispred pokretnog objekta moze kvalitativno da se pokaze preko Bernoullijeve
jednaéine). Kada se radi o podzvuénim brzinama ovaj nadpritisak je mali ali se jako poveCava sa
povecanjem brzine (pribliZno je proporcionalan sa kvadratom brzine objekta) on postaje dominantan
izvor nadpritiska i generator sasvim drugaCijih tzv. udamih talasa. Oni nisu prostoperiodiCni talasi nego
impulsi.
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oo Hos Formiranje talasnog fronta udarnog
talasa je prikazano na slikama 33 i 34. Krugovi
I, 111 111 na slici 33 predstavljaju mesta talasnih
frontova nadpritiska koji su generisani na
mestima L. 11 11l duz pravolinijske trajektorije
aviona u jednakim vremenskim intervalima pri
njegovom kretanju. Treba napomenuti da oni
nemaju nikakve veze saemitovanim zvukom iz
motora aviona. Kao $to se vidi na slici 33. sa
S priblizavanjem brzine aviona brzini zvuka
Slika 33. Formiranje zvucnog “zida” pri kretanju aviona sa mesta talasnih frontova nadpritiska poCinju da
brzinom bliskoj brzini zvuka vl—c,ngovipredstavljajusfcm se zgu§njavaju i preklapaju. Sa dostiz.anjem
povrsi nadpritisaka 1, 11 i [11 gencrisanih kretanjem aviona u
jednakim vremenskim intervalima u polozajima [, Il i 11 na
pravolinijskoj putanji.

brzine zvuka nadpritisci se sabiraju i formiraju
relativno usko podrucje visokog pritiska. Avion
sabija vazduh ispred sebe a po [1l Newtonovom
zakonu vazduh deluje jednakom povratnom silom koja ko€i avion. Ova pojava se naziva zvucni “zid”
i karakterie je znatno povecanje sile otpora vazduha na av ion™.

' Udami talas Da bi avion probio zvuéni “zid”
njegova brzina mora da bude veca od brzine
zvuka v,>c pa je predeni put aviona veci od
predenog puta udamih talasa. Zbog toga se
sferne povrdi nadpritiska pomeraju nadesno
ispred sferne povr3i L slika 34. Talasni front
nadpritiska emitovan iz poloZaja [ u trenutku
1,=0 na putanji aviona se giri brzinom zvuka ¢
i posle intervala vremena 3A¢ formira sfernu
povrs I polupre¢nika ¢(3Ar). Avion se za to
vreme pomerio za veCe rastojanje v,(3A¢). Na

Slika 34. Polozaii sfernih povrsi nadpritiska u trenutku £,=3A¢  slici 34. su prikazani i talasni frontovi
za supersoniéne brzine aviona v,>¢. Sfeme povrsi nadpritiska  padpritisaka emitovani iz polozaja Il i 1II
emitovane iz poloZaja I1 i 11l u trenucima £, =Ar i £,=24¢, s¢ . . wky i -2A

pomeraju nadesno ispred sfeme povrsi [ emitovane trenutku  2ViON2 U trenucima n=At 1 =24t

1,=0. Emitovani talasni frontovi nadpritiska formiraju konus respektivno. Emitovani talasni frontovi
Ciji je presek sa ravni crteZa trougao sa napadnim uglom @ nadpritiska formiraju konus ¢iji je presek sa
WO pilinc R s ravni crteza na slici 34 trougao sa napadnim

uglom o premapravcu kretanjaaviona. Talasni
frontovi nadpritiska velike amplitude na povrsi konusa formiraju tzv. udarni talas. Konus udarnog
talasa prati avion pri kretanju pri Cemu se ne menja ugaoe ukoliko je brzina aviona konstantna. Ovaj
ugao se moze izraCunati iz pravouglog trougla na slici 34 kojeg formiraju polupre¢nik kruga udamog
talasa, tangenta na krug i pravac kretanja aviona.

% Zbog postojanja ove sile i razliCitog procenjivanja njenog intenziteta postojala su
razli¢ita misljenja §ta ée se desiti sa avionom koji probija zvuni “zid”. Spoljnji oblik aviona
“Bell X-1" je bio nalik pus¢anom metku za koji se znalo da se pri ispaljivanju krece
supersoni¢nim brzinama.
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sine =c/v,=1/M , M=v/c, (134)

gde je M Machov broj koji odreduje koliko puta je brzina izvora veca od brzine zvuka (Machov broj
je po definiciji pozitivna veliCina, pa obe brzine u (134) treba uzeti kao pozitivne). Podto brzine zvuka
zavisi od pritiska vazduha tj. od visine. Machov broj je promenljiva veli¢ina koja zavisi od trenutmog
polozaja aviona.

Udarni talas se ¢uje kao jaka eksplozija posle izvesnog vremena nakon preleta supersoniCnog
aviona iznad posmatraCa. Jacina udarnog talasa zavisi od veli¢ine aviona npr. promena pritiska na
povrsi zemlje usled udarnog talasa kojeg izazove supersoniCni avion “Concorde” na visini od 12km
iznosi oko 20 Pa.

Ispred konusa udarnog talasa nema zvuka. a unutar konusa nepokretni prijemnik registruje
Doppler-ovu promenu frekvencije zvuka motora aviona koji se udaljava.

Treba napomenuti jo§ jednom da bilo koji objekat koji se kreCe supersoniCnom brzinom za dati
fluid generise kontinualno udami talas. a ne samo u trenutku probijanja zvuénog zida. Stvaranje
udarnog talasa je prouzrokovano kretanjem objekta a ne zvukom kojeg on emituje (npr. usled rada
motora). Supersoniéni avioni mogu imati veoma bucne motore ali one ne stvaraju udarni talas. Npr.
svemirski brod “Space shuttle” stvara veoma snasan udarni talas pri sletanju na Zemlju, a u fazi sletanja
njegovi motori su ugadeni jer je gorivo potrodeno pri lansiranju i manevrisanju u orbiti.

Efekat stvaranja udamog talasa je ograniCio upotrebu supersoni¢nog putniCkog aviona
“Concorde™ koji se morao kretati podzvuénim brzinama iznad kopna, a nadzvuénim samo iznad
okeana. To je znatno umanjilo njegovu proseCnu brzinu i praktiéno ga uinilo nerentabilnim pa je
povuéen je iz komercijalne upotrebe.

Udarne talase stvaraju i drugi objekti koji se krecu supersoni¢nom brzinom za dati fluid. Npr.
zvuk pucnja pri pucanju iz vatrenog oruZja je velikim delom posledica udarmog talasa kojeg stvara
metak koji se krece supersoni¢nom brzinom na izlazu iz cevi, amanjim delom posledica naglog Sirenja
barutnih gasova. Takode zvuk pucnja bi¢a je posledica udarnog talasa kojeg stvara vrh bi€a krecuci
se supersonicnom brzinom. Svaki plovni objekat koji se po vodi krece brzinom vecom od nekoliko
metara u sekundi krece se “supersoni¢nom” brzinom za talase na povri vode pa ostavlja trag (u obliku
trougla) sli¢an onom na slici 34.



