OO1LF - Uvodni ¢as - 2017/2018

Uvodne napomene

Kurs je praktiéno orijentisan, ali se oslanja i na teoriju. Predispitne obaveze se sastoje od 6 setova
eksperimenata koji ¢e biti uradeni u toku semestra i uéestvuju sa maksimalno 40% poena u konacnoj oceni.
Izrada i odbrana svih laboratorijskih vezbi je neophodna kao preduslov za izlazak na ispit! Preostali poeni se
osvajaju ili putem dva kolokvijuma koji se sastoje od po 6 zadataka, nose po 30 poena i traju po 120 minuta,
ili putem integralnog ispita koji se sastoji od 10 zadataka, nosi 60 poena i traje 180 minuta. Prvi kolokvijum
odrzace se polovinom semestra, u terminu koji ¢e objaviti studentska sluzba, a u januarskom roku bice moguce
polaganje isklju¢ivo drugog kolokvijuma. Pocev od februarskog roka ispit se polaze isklju¢ivo integralno.
Primeri kolokvijuma i ispita, kao i ostale relevantne informacije vezane za kurs, mogu se naci na stranici
predmeta:

http://nobel.etf.rs/studiranje/kursevi/oollf

Eksperimente izvode studenti uz pomo¢ asistenata i laboranata, osim u slucaju eksperimenata koji su
pokaznog tipa. Vezbe ce se izvoditi u timovima od po 2 ili 3 studenta. Redni broj tima odgovara rednom broju
vezbe koju treba pripremiti u prvoj nedelji. U slucaju da studentu ne odgovara termin, zamena ¢e biti
omogucena po principu 1-1 i to u sopstvenoj organizaciji o ¢emu predmetni nastavnik doc. dr Koviljka
Stankovi¢ mora biti licno obavestena u Sali 16 Zavoda za fiziku u sledeéim terminima:

- utorak 03.10. u terminu od 12:00 do 14:00
- petak 06.10. u terminu od 12:00 do 14:00

Od trenutka kada se oforme grupe, promena termina i timova nece biti dozvoljena. Studenti koji su prvu
godinu upisali pre skolske 2017/2018, a nisu zavrsili predispitne obaveze treba da se jave predmetnom
nastavniku u gore navedenim terminima kako bi bili rasporedeni u grupu za laboratorijske vezbe.

Veibe su podeljene u dva ciklusa koja traju po tri nastavne nedelje. Za prvi ciklus predvidene su nedelje 4—6.
Nedelja 7 je rezervisana za odbranu i nadoknadu, koji eventualno mogu biti zakazani u nekom drugom terminu
i/ili drugoj laboratoriji, razli¢itim od redovnih. Za drugi ciklus su predvidene nedelje 8-10, dok je naredna
nedelja ponovo predvidena za nadoknadu i odbranu. Nadoknada ce biti omogucena iskljué¢ivo onim
studentima koji su opravdano propustili da urade najvise jednu veZzbu po ciklusu. Za vedi broj propustenih
vezbi, nadoknada nece biti omoguéena. Kako vezbe nisu medusobno povezane, svaki tim ¢e prve nedelje
ciklusa raditi veZzbu sa rednim brojem tima kom pripadaju, a zatim ¢e nastaviti da rade vezZbe ciklicno.

1. 2. 3. 4. 5. 6.

nedelja | nedelja | nedelja | nedelja | nedelja | nedelja
Tim1 1 2 3 4 5 6
Tim 2 2 3 1 5 6 4
Tim 3 3 1 2 6 4 5

Neophodna literatura za ovaj predmet koja se moze nadi u skriptarnici u sobi 25 Zavoda za fiziku jeste:

e K. Stankovi¢, D. Stankovi¢, P. Osmokrovic¢: , Laboratorijske veZbe iz fizike”, Zavod za fiziku tehnickih
fakulteta, Beograd, 2014.

Pored toga, potrebno je da studenti pripreme milimetarski papir, na kome ce crtati grafike koji se prilazu uz
izvestaj, kao i jednu svesku A4 formata, poZeljno na kvadratiée, koju na kraju kursa predaju predmetnom
asistentu. Na naslovnoj strani te sveske treba napraviti tabelu sledeée forme:

D D Broj i
Redni broj vezbe Naslov vezbe . atum atum o) P.otpls
izrade odbrane poena asistenta
Veiba 1 "Merenje gustine..."
Veiba 2



http://nobel.etf.rs/studiranje/kursevi/oo1lf/?p=materijali

Pre izrade vezbi potrebno je pripremiti odgovarajuce poglavlje iz knjige, kako bi studenti bili u mogucnosti da
samostalno urade eksperiment. Priprema podrazumeva upoznavanje sa materijom i pripremu izvestaja u
pisanoj formi (u svesci, svaka vezba sa pocetkom na novoj strani) koji treba da sadrzi dva dela:

1. (pre eksperimenta) kratak teorijski uvod i opis fizickih principa na kojima se eksperiment zasniva, uz
skicu aparature i opis postupka merenja;

2. (posle eksperimenta) rezultate merenja u odgovarajucoj formi, obradu mernih rezultata i jasno
uokviren konacni rezultat sa odgovaraju¢om mernom nesigurnoscu.

Asistent zadrzava pravo da studentima postavi kratka pitanja vezana za vezbu koju rade pre pocetka izrade
same vezbe i u slu¢aju da student nije pripremljen, udalji studenta iz laboratorije. U slu¢aju da student kasni
na laboratorijsku vezbu, asistent zadrzava pravo da mu ne omoguci izradu vezbe u tom terminu. Dolazak bez
adekvatnog izvestaja na laboratorijsku vezbu povlaci sa sobom udaljavanje studenta.

Nakon vezbe, studenti samostalno rade drugi deo izvestaja i pripremaju se za usmenu odbranu uradene vezbe.
Usmena odbrana je predvidena nedelju dana nakon izrade vezbe i nosi najvise 10 poena po vezbi, od kojih se
5 dobija na izvestaju, a 5 na usmenoj odbrani. Svako kasnjenje sa odbranom povlaci sa sobom -2 poena, dok
svaka odbrana vezbe u onom terminu u kom je i radena donosi +2 poena. Odluka o eventualnom odlaganju
odbrane mora nedvosmisleno biti saopstena asistentu pre pocetka odgovaranja, u suprotnom nece biti
uvaZena. Pitanja koja ¢ée biti postavljena na odbrani, vezana su za teorijski osnov vezbe, postupak merenja,
dobijene rezultate, dobijene merne nesigurnosti, nacin na koji su izracunate i sl.

Izrada i odbrana svih veZbi je obavezna i predstavlja preduslov za izlazak na ispit!
Raspored vezbi po ciklusima:
| Ciklus (4, 5i 6 nedelja semestra)

1. Merenje gustine tecnih i ¢vrstih supstanci (poglavlje 9)

2. Merenje modula elasti¢nosti Zice (Jungov moduo) i merenje modula torzije (smicanja) Zice. Merenje
momenta inercije tela pomodu torzionog klatna (poglavlja 11, 12 i 13)

3. Merenje ubrzanja Zemljine teZze pomocu klatna (poglavlje 10)

Il Ciklus (8, 9 i 10 nedelja semestra)

4. Merenje odnosa specifi¢nih toplota cp/c, za vazduh metodom Klemen-Dezormea. Merenje brzine
zvuka pomocu Kuntove cevi (poglavlja 14, 15i 16)

5. Merenje specificne toplote ¢vrstih tela (poglavlja 17 i 18)

6. Merenje toplote isparavanja vode. Odredivanje zavisnosti tacke klju¢anja vode od pritiska (poglavlja
17,191 20)

Napomena: Merenje brzine zvuka pomocu Kuntove cevi i Odredivanje zavisnosti tacke klju¢anja vode od

pritiska izvode se pokazno, ali se brane kao i sve ostale vezbe.

Ocekuje se da studenti tokom izrade bilo koje veZbe budu pripremljeni da odgovaraju na pitanja iz prvih pet
poglavlja. Pored toga, studenti su u obavezi da se samostalno upoznaju sa slede¢im temama:

e Osnovne jedinice Sl sistema (poglavlje 4)

e Mehanicka merila duZine; Merila mase — vage (poglavlja 7 i 8)
e Osnovni principi merenja pritiska (poglavlje 14)

e Osnovi termometrije (poglavlje 17)

Ceste greske koje treba izbedi, kao i uputstva za prikaz rezultata merenja dati su u odvojenom prilogu.



Uvod u merenje

Merenje je opSteprisutno i svakodnevni Zivot ne bi bilo moguée zamisliti bez njega.
Metrologija kao grana nauke podrazumeva:

- opis metoda merenja fizic¢kih velicina,

- razvojiizradu mernih uredaja,

- reprodukciju mernih jedinica,

- prikupljanje i obradu podataka merenja,

- procenu nesigurnosti dobijenih mernih rezultata.

Merenje predstavlja uporedivanje neke fizicke veli¢ine X sa drugom, istorodnom veli¢inom [X] koja je
usvojena za jedinicu mere, odnosno za referentnu vrednost te veli¢ine, u potrazi za njihovim kvantitativnim
odnosom. Pokazuje se da je skup od 7 fizickih veli¢ina dovoljan za opis svih ostalih fizickih veli¢ina. Ovaj skup
¢ine osnovne fizicke velicine, sa pripadajuéim osnovnim fizickim jedinicama, a zajedno sadrZzanim u Sl sistemu.
Sve ostale jedinice nazivaju se izvedenim.

Tabela 1: Osnovne jedinice Sl sistema

duZina metar m
masa kilogram kg
vreme sekunda s
jacina struje amper A
temperatura kelvin/stepen celzijusa K/°C
koli¢ina supstancije mol mol
svetlosna jacina kandela cd

Kao primer izvedene veli¢ine moZe se posmatrati [Pa], odnosno paskal.

IN] 1 [m] _ [kg]

P~ P P8 5P = il

Visestruka merenja neke veli¢ine obi¢no daju razli¢ite rezultate, bilo da se koriste razli¢ita merila, ili jedno isto.
Stoga se javlja potreba za statistictkom obradom rezultata i ispitivanjem njihove verodostojnosti, Sto
predstavlja srz teorije gresaka. Sve do kraja 20. veka, teorija gresaka, iako dobro razvijena, nije bila dobro i
jedinstveno primenjivana. Problem je reSen kada je 1993. doneto Uputstvo za odredivanje nesigurnosti u
merenjima. Medutim, nauc¢ni rad u metrologiji se ovde ne zavrSava. Dalja istraZivanja se klasifikuju u dva
pravca:

[Pa] =

1. istrazivanje metoda za poboljSavanje tacnosti ostvarivanja osnovnih jedinica S| sistema i tacnije
poznavanje fundamentalnih konstanti (preciznost je prioritet)

2. razvoj mernih tehnika i usavrsavanje senzora namenjenih za industrijsku i masovnu primenu (odnos
cena/kvalitet je prioritet)

Statisticka obrada mernih podataka

Ponavljanjem merenja povecava se tacnost rezultata, ali se zahteva i adekvatna statisticka obrada dobijenih
vrednosti. Na ovaj nacin se dolazi do dva bitna podatka: srednje vrednosti i odstupanja od nje. Pokazuje se da
ukoliko skup merenih vrednosti prikazemo na grafiku u formi neke funkcije raspodele, mozemo sa visokom
sigurnoscu proceniti opseg u kom se merena velicina nalazi. Na osnovu funkcije raspodele moguce je dodi do
dva vaZna podatka:

- verovatnode sa kojom ¢e se neka vrednost javiti pri mereniju,
- procenta rezultata merenja koji se naéi u unapred zadatom intervalu vrednosti.



Po pravilu, funkcija raspodele je preciznija ako je broj merenja vedi.

Ukoliko izvr§imo niz merenja neke iste veli¢ine, recimo mase nekog predmeta, merilom vrlo visoke rezolucije,
po pravilu éemo dobiti niz razliCitih vrednosti. Ovakva odstupanja mogu poticati od raznih uticaja okoline:
prasine, vibracija, Sumova, EM polja i slicno. Ovako dobijeni rezultati nakon N merenja

X1, X2 X3y X4y veey Xiy ey XN—1, XN

nazivaju se populacija. Slicno, ukoliko jednim visoko preciznim merilom merimo viSe predmeta koji su
proizvedeni na identi¢an nacin (i stoga se ocekuje da imaju i iste osobine), dobi¢emo vrednosti koje se medu
sobom razlikuju i predstavljaju populaciju.

Srednja vrednost populacije (1) dobija se kao aritmeticka sredina rezultata merenja

N
1
H= NZ Xi
=1

Kada imamo ovako dobijenu srednju vrednost, moZzemo izraCunati odstupanje (a;) svakog pojedina¢nog
merenja od srednje vrednosti

ap=xi—H

Po pravilu, broj odstupanja sa pozitivnim znakom priblizno je jednak broju odstupanja sa negativnim znakom.
Uzimajudéi u obzir definiciju srednje vrednosti i odstupanja od nje, suma svih odstupanja mora iznositi nula, sto
se matematicki moZe prikazati kao

N N
Zai =2(xi —W) =
1 i=1

N
i= i=1

N N N N
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i=1 i=1 i=1 i
U zavisnosti od koris¢enih instrumenata, same merene veli¢ine i uslova pri kojima je merenje izvrseno,
odstupanje moze varirati od nekoliko procenata (ili vise) do ispod 1% za jako kvalitetne merne uredaje.

Za izrazavanje odstupanja, koristi se jedna veli¢ina koja u sebi objedinjuje sva pojedinacna odstupanja i naziva
se standardno odstupanje populacije (o). Posto odstupanje moZe biti i pozitivno i negativno, da se te vrednosti
ne bi medusobno ponistile, posmatra se njihov kvadrat, pa vaii

N
1
52 =NZ(xi —u? > o=
=

gde se 02 naziva varijansom ili disperzijom. Pored standardnog odstupanja, definiSe se i relativno standardno
odstupanje, koje kvantitativno opisuje ponovljivost merenja

or=0/u
Pojam populacije vezuje se za teorijski beskonacan set vrednosti. Kako u realnosti ovo nije moguée postici,
posmatra se ogranic¢eni skup od n merenja
X1,X2,X3, X4 ey Xiy ey X1, Xn

koji predstavljaju uzorak. Svaki uzorak je podskup odgovarajuée populacije. Osnovni cilj statisticke obrade
podataka jeste da se na osnovu uzorka dobije $to bolja procena srednje vrednosti u i standardnog odstupanja
o. Najboljom aproksimacijom srednje vrednosti populacije smatra se srednja vrednost uzorka
n
1
W33
i=1

Pokazuje se da za ovako odabranu srednju vrednost, suma kvadrata odstupanja ima minimalnu vrednost, tj.



2

n n
b? = Z(xs — x;)? = min.
=1 i=1

Standardno odstupanje uzorka (s) racuna se slicno kao standardno odstupanje populacije (), uz promenu N
un — 1ikao takvo predstavlja najbolju aproksimaciju o

n

1 2

S = n— 1Z(Xi — Xs)
=1

Posto uzorak predstavlja skup nasumicno selektovanih vrednosti iz cele populacije, i njegova srednja vrednost
nije srednja vrednost populacije, ve¢ ima neko odstupanje. Standardno odstupanje srednje vrednosti uzorka
dato je kao

n
1 1
S
TV a- D4

1
s2 =—s?
S oon

Posto je standardno odstupanje srednje vrednosti vn puta manje od standardnog odstupanja pojedinaénih
merenja, ponavljanje postupka merenja je opravdano u cilju pronalazenja najbolje aproksimacije srednje
vrednosti populacije.

Kao krajnji rezultat merenja moze se uzeti srednja vrednost uzorka x,. Ukoliko je moguce do¢i do uslovno
tacne vrednosti x;, dobijene na osnovu etalonskog instrumenta, odstupanje merenja (&) iznosi

£ =Xg— X¢
Relativno odstupanje merenja se definise kao

£ Xs—X¢

Tacnost merenja predstavlja bliskost slaganja rezultata merenja i uslovno tacne, tj. prave vrednosti merene
veli¢ine. Dakle, ta¢nost je bolja ako su x; i x; bliZi, odnosno €, manje. Potrebno je obratiti paznju na dve stvari:
1. Tacnost je opisni, tj. kvalitativni pojam.
2. Treba izbegavati koriS¢enje termina preciznost umesto ta¢nost!
Ponovljivost se odnosi na seriju merenja koja su izvrSena pod istim uslovima. To podrazumeva istovetnost

mernog postupka, posmatraca, merila, kao i to da je ponavljanje izvrSeno u kratkom vremenskom roku. Moze
se povezati sa relativnim standardnim odstupanjem

Sy =—
T xs

i bolja je ukoliko je s, manje.

Konacno, reproduktivnost je takode izrazena relativnim standardnim odstupanjem, ali ovog puta u slucaju
ponovljenih merenja u promenljivim uslovima. To podrazumeva promenu mernih instrumenata, postupak
merenja, mesta merenja, kao i to da je ponavljanje izvrSeno u duzem vremenskom roku.

Funkcija raspodele

Eksperimentalno iskustvo pokazuje da se pri ponavljanju nekog merenja rezultati na odredeni nacin grupisu
oko srednje vrednosti. Rezultate moZemo predstaviti graficki tako Sto x-osu proglasimo osom veli¢ine koja je
merena i opseg joj ograni¢imo na minimalnu Xx,,;, i maksimalnu x,,,, izmerenu vrednost. Zatim se opseg
podeli na m segmenata iste duZine Ax = (Xy0x — Xmin)/M, gde je m = Vn, pri éemu je n broj merenja. Sa



druge strane, na y-osu unosi se relativna u¢estanost pojavljivanja rezultata p; = P;/Ax = n;/(nAx). Unosenje
relativne umesto apsolutne ucestanosti omogucava da se segmentacija x-ose izvrsi proizvoljno, a da ovako
dobijena graficka predstava rezultata i dalje zadrzi originalni smisao. Drugim recima, x-osu podelimo na
(jednake) segmente, a svakom segmentu dodelimo visinu koja odgovara relativnhom broju merenja za koje je
dobijeno x iz tog segmenta.

Na primer, ukoliko je uzorak nekog merenja dat kao {6.5, 3, 4.1, 6.4, 7.4, 5.2, 6, 4.8, 9}, moZemo nacrtati
stepenastu funkciju koja se naziva histogram. Kako broj merenja u uzorku raste, tako raste i broj segmenata
na istom intervalu x-ose, te se segmenti duz x-ose suzavaju, sve dok iz male promene Ax ne predemo u
infinitezimalnu promenu (diferencijal) dx. Tako iz diskretne (stepenaste) raspodele, prelazimo u kontinualnu
(glatku) raspodelu, koja se naj¢esc¢e moze matematicki opisati analitickom funkcijom. Takav matematicki opis
daje funkciju raspodele.

Posto povrsina ispod krive, odnosno integral funkcije raspodele predstavlja verovatnocu, funkcija ¢e biti
normirana tako da verovatnoéa bude 1. Verovatnoda 1 znaci da pri merenju moramo dobiti vrednost izmedu
—o0 j +00. Ako funkciju verovatnoce oznacimo sa p(x), a ukupnu verovatnodu sa P, dobija se

+00
P =f p(x)dx =1

Verovatnoca da se x nalazi u nekom unapred zadatom intervalu rac¢una se kao
X2
Pl,Z == f p(x)dx S 1
X1

Srednja vrednost i standardno odstupanje dobijaju se kao

+00
yzf xp(x)dx

o2 = f = (dx

Neke od vaznijih funkcija raspodela su:

1. Gausova (normalna) raspodela:

1 1 /x — u\2
x) = exp|—=
Pe (x) . p[ 2( > )]
Koristi se pri opisu rezultata merenja pracenih slu¢ajnim greSkama. Simetri¢na je oko srednje vrednosti. Pri

izraCunavanju verovatnode, nailazi se na integral koji nije analiticki reSiv i Cija se reSenja daju tabli¢no. Primer
upotrebe ove funkcije moZe se naci na stranici sa statistikom prijemnog ispita.

Ukoliko posmatramo verovatnocu nalazenja x u opsegu (1 + o)

u+o u+o

pe(x)dx = Zf pe(x)dx = 0.683
u

Puto)= |

u—-o
To znaci da je verovatnocda nalaZenja x u datom opsegu 68.3%, tj. da je statisticka sigurnost nalazenja rezultata

u ovom opsegu 68.3%. Za interval (u + 20) ona iznosi 95.4%, a za (u £ 30) 99.7%. Za sigurnost od 99%
posmatra se interval (u + 2.5760).

Uvodenjem smene z = (x — ) /o, koja je bezdimenziona veli¢ina, dolazi se do Gausove standardizovane
(uopstene) raspodele

1
Peu(x) = EGXP(—ZZ/Z)



2. Uniformna (ravhomerna) raspodela

1

— (x| <Za
py(x) =142a x| <

0 |x|>a

Koristi se za opis merenja gde je bilo koja vrednost u odredenom opsegu podjednako verovatna:

e U slucaju nedovoljno informacija o mernom instrumentu (nesigurnost manja od 1.5%, kada je
polusirina jednaka 0.015*centralna vrednost)

e pri ocitavanju sa skale nekog mernog uredaja (za polusirinu intervala se u tom slucaju uzima polovina
podeoka)

Standardno odstupanje iznosi

f+°°( Yooy () 1 fw( Y-y = |2 x-w3""" |12 a
o= x —wipyx)dx = |— X—U X—p) = |[————— = - =
— 2a),_q 2a 3 e 2a 3 43
Verovatnoca nalaZenja rezultata u intervalu (4 £ o) iznosi
a a
a N i1 1
P(ui—>= (x)dx=2f —dx =—=0.577
V3 e P ., 2a7 T3

Potrebno je strogo voditi racuna o granicama integrala prilikom prora¢una verovatnode sa funkcijama koje su
nulte na nekom opsegu. Recimo, neka je od interesa naéi verovatnocu nalaZzenja rezultata u intervalu (u +
20). Cesta gredka je data u nastavku

a a

a w2 i1 2
— )= =2 —dx=—=1.1 m
\/§> . py(x)dx f 2adx 7 55 >

H—27§ u
Buduci da je vrednost verovatnoce veca od 1, tokom prethodnog proracuna je sigurno nacinjena greska. Ona
se sastoji u postavljanju gornje granice drugog integrala van domena na kom je funkcija raspodele nenulta.
Ispravni postupak glasi

p+2
P(u +2

a

a u+2 pta q
P(,uiZ—)=f \/Epu(x)dx=2f —dx =1
u

V3 ”_Z% 2a
3. Trougaona raspodela
( 0 x < xq
xX—Xx
72 x1<x<pu
pT(x) = X3 — X
22 U x <Xy
0 x> X,

gde je x; =y —a, a x, = 4+ a. Trougaona raspodela je simetri¢no rasporedena oko centralne vrednosti.
Koristi se u posebnim sluc¢ajevima kada se iz iskustva zna da postoji odredeno grupisanje rezultata oko
centralne vrednosti, ali raspodela najverovatnije nije Gausova.

Standardno odstupanje iznosi

u-a

u

+o0 u _ — uta —
o= jf (x — 1)2pr(x)dx = Jf %(x — W2d(x — ) +f B - w2d (e~
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Indirektno merene veli¢ine

Kada neku veli¢inu nije moguée direktno meriti, pristupa se kombinaciji eksperimentalnih rezultata onih
veli¢ina koje je moguce meriti, i teorijskih saznanja o veli¢ini koju Zelimo indirektno da merimo. Ako takvu
veli¢inu y predstavimo pomocu prethodno izmerenih veli¢ina x4, ..., x,,, dobija se

Yy = f(xlr "'!xn)

Standardno odstupanje direktno merenih veli¢ina se izra¢unava pomodu ve¢ navedenih formula, a zatim se
pristupa izracunavanju standardnog odstupanja indirektno merene veli¢ine kao

N[y
w= |2 |Gw)
i=1 t

gde je parcijalni izvod definisan kao izvod po zadatoj promenljivoj pri ¢emu se smatra da su sve ostale
promenljive konstantne. Prethodni izraz dobijen je uz pomo¢ totalnog diferencijala i njegove zamene mernim
nesigurnostima, ali uz zanemarivanje mesovitih ¢lanova usled nepostojanja korelacije.

Primer: Indirektno odredivanje gustine homogene kugle p = m/V = m/(4R3r/3), gde je moguce meriti
masu i poluprecnik.

IzraZavanje merne nesigurnosti

Analiza merne nesigurnosti zasniva se na matematickoj teoriji greSaka. Pod greskom se podrazumeva razlika
dobijenog rezultata i tacne vrednosti. Teorija prepoznaje slucajne i sistematske greske. Dok slu€ajne imaju
nasumicni karakter, sistematske u teoriji izazivaju promenu uvek iste veli¢ine i istog znaka. U praksi, ova dva
tipa gresaka nije mogude razdvoijiti. Nasuprot teoriji greSaka, analiza merne nesigurnosti moze biti primenjena
u praksi.

Statistickom obradom rezultata merenja dobijaju se tri bitne vrednosti:

1. mernirezultat
2. merna nesigurnost
3. funkcija raspodele i statisticka sigurnost sa kojom vaze dobijeni rezultati.

Standardna merna nesigurnost u, po definiciji jednaka je standardnom odstupanju u = s. Odavde se
zakljucuje da njena statisticka sigurnost zavisi od funkcije raspodele verovatnoce pripisane nekom merenju.



ProSirena merna nesigurnost U predstavlja proizvod standardne merne nesigurnosti u i koeficijenta prosirenja
k,tj. U = ku. Koeficijent prosirenja uzima vrednosti od V3 do 3, u zavisnosti od raspodele i zahtevane tacnosti.
Na ovaj nacin se uniformise rezultat i daje sa sigurnos¢u koja ne zavisi od funkcije raspodele. Najcesée je ta
sigurnost 95% i merni rezultat se nalazi u intervalu x4 + U. Pregled vrednosti k za neke od bitnijih slucajeva
sigurnosti i raspodela moZze se nadi u knjizi u tabeli na strani 24.

Postoje dva osnovna tipa merne nesigurnosti: Tip A i Tip B koji zavise od metoda koriséenog pri merenju. Na
osnovu njih se moZe dobiti i kombinovana merna nesigurnost.

Merna nesigurnost Tipa A se isklju¢ivo dobija kao posledica statisticke obrade podataka dobijenih tokom
merenja. Ovo znali da merenje mora biti ponovljeno viSe puta i predstavljeno uzorkom x4, ..., x,,, odakle se
moZze izracunati srednja vrednost x,. Kako ova nesigurnost opisuje odstupanje srednje vrednosti, dato je kao

n
1 1
Uy =S, =—=S = —Z(xi_xs)z
STV [a-D 4

i njoj se dodeljuje normalna raspodela.

Merna nesigurnost Tipa B odreduje se svim ostalim metodama, izuzev statisticke analize. Ona se moze
odrediti i kod pojedinaénog merenja, kada merna nesigurnost Tipa A ne postoji. Oslanja se na teorijska znanja
i uticaj okruZenja na merni proces (specifikacija instrumenta, rezolucija instrumenta, dinamicki efekti i sl.).
Najéesée joj se pridruzuje uniformna raspodela. Ukoliko je minimalni podeok na mernom uredaju oznacen sa
d, onda je njegova polusirina uniformne raspodele a = d/2, te se merna nesigurnost Tipa B racuna kao ug =

d/(2\/§), bududi da je prosirena merna nesigurnost uniformne raspodele jednaka njenoj polusirini.
Kombinovana merna nesigurnost postoji:

1. kod merenja u kojima se javljaju obe merne nesigurnosti: i tipa A i tipa B.
2. kod indirektnih merenja, ¢ak i kada ne postoji MN tipa A.

Ukoliko se pretpostavi da direktno merene veli¢ine ne uti¢u jedna na drugu i da je merenje uradeno samo
jedanput, kombinovana merna nesigurnost glasi

n 2
_ AN
Uy = . G—XL Uy,
i=1
Kada postoje oba tipa merne nesigurnosti
U, = /uﬁ + u3

Metoda najmanjih kvadrata i optimalna prava

Prilikom merenja, Cesto je potrebno graficki prikazati zavisnost promene izlazne veli¢ine x; u odnosu na
varijaciju ulazne veli¢ine x,,. Ukoliko je na osnovu teorije poznato da su dve posmatrane veli¢ine linearno
proporcionalne, ili je njihovu zavisnost moguce linearizovati, ili se pak na osnovu mernih rezultata "posumnja"
na linearnu zavisnost, potrebno je Sto preciznije odrediti koeficijent nagiba prave, a, i slobodni ¢lan, b.
Proracun se tipi¢no sprovodi analiticki, nakon cega sledi graficki prikaz zavisnosti. U praksi se dogada da parovi
ulazne i izlazne veli¢ine vise odstupaju od prave (nelinearnost raste) kako se ulazna velic¢ina povecava.

Rezultati ponovljenih merenja ¢ée odstupati od teorijskog predvidanja, te se mora postaviti kriterijum po kom
¢e se odrediti optimalna prava sa minimalnom greskom. Ovaj kriterijum je predstavljen metodom najmanjeg
zbira kvadrata odstupanja, Sto predstavlja posledicu pridruZivanja Gausove raspodele ulaznoj i izlaznoj



velicini, usled njihove statisticke obrade. Buduci da je prava jedinstveno definisana pomodu dve tacke, o
statistickoj obradi podataka moze se govoriti tek kada je dostupno tri ili viSe tacaka.

Pre odredivanja optimalne prave, x; = ax, + b, potrebno je ustanoviti koja se od dve veliCine (ulazna x, ili
izlazna x;) meri sa vecom relativnom nesigurnoséu. U slu¢aju da je to izlazna veli¢ina x;, posmatra se suma
kvadrata odstupanja tacaka od prave predstavljena vertikalnim rastojanjem (razlikom izmerene i proracunate
vrednosti izlazne velicine).

Prava Ce biti optimalna onda kada suma kvadrata odstupanja bude imala najmanju mogucu vrednost

n n
z et = Z[xik — (axy, + b)]? = min
k=1 k=1

Uslov je ispunjen onda kada su parcijalni izvodi po a i po b jednaki nuli. Parcijalni izvod po a daje

n n
d
%Z(xik — axyy —b)* =2 Z(xik —axyr —b)(=xy,) =0
=1 k=1

n n n n

Z(—xikxuk + axﬁk + bxuk) = — Z XigXyk + aZ xﬁk +b Z Xy =0
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
_ 2
Z XifeXuk = aZ Xyk + bZ Xuk
k=1 k=1 k=1

Parcijalni izvod po b daje

n n

a

%Z(xik — axy, — b)* = -2 Z(xik —axy,—b)=0
k=1 k=1

n n n n
Z(xik —axy, —b) = ink _aquk_bZ 1=
k=1 k=1 k=1 k=1
n n 1 n n
lek=a2xuk+bn = b=£<2xl’k—azxuk>
k=1 k=1 k=1 =1

Odakle sledi

=1 k=1 k=1
n n n n n
— 2
n Z XigXyg = an ) Xy, —a Z Xuk Z Xyk + Z Xik Z Xuk
k=1 =1 k=1 k=1 k=1 k=1

Konacno, koeficijent pravca i slobodni ¢lan glase

M Y—1 XigXuk — Dk=1%ik 2k=1 Xuk
- nYroy Xax — Ch=q Xur)?
p= k=1 Xik Dk=1%Xik — D=1 XikXuk Lk=1Xuk
n Yoy Xop — By Xur)?

Na osnovu izraza dobijenog izjednacavanjem parcijalnog izvoda po b nulom, moze se zakljuditi

10




n n

1
ink=aEquk+b = Xig=axys+b

k=1 k=1

S

Optimalna prava prolazi kroz tacku definisanu srednjim vrednostima izlazne i ulazne promenljive, (X, Xis),
koja se naziva i teZiStem posmatranih n tacaka. Nelinearnost karakteristike mozZe se odrediti kao koli¢nik
maksimalnog odstupanja i maksimalne promene izlazne veli¢ine

max{x;, — (ax,; + b)}

&
— % 100% = 100%
Xin — Xi1 a(xun - xul)

Standardno odstupanje izlazne veli¢ine dobija se kao

Yi=1lxie — (axy + b)1* [Xkoq[xiu — (axyy + b)]?

ng n—2

Sxi

gde je ng; = n — 2, broj stepeni slobode, umanjen za 2 od ukupnog broja parova tac¢aka usled postojanja dva
parametra, a i b, koja definiSu pravu. Standardna odstupanja koeficijenta pravca i slobodnog ¢lana data su

pomocu
n

k=1

2

Kada je merna nesigurnost ulazne veli¢ine x,, veéa, sumiraju se kvadrati horizontalnih rastojanja i jednacina
prave glasi

Koeficijenti i njihova standardna odstupanja dobijaju se iz prethodnih jednacina zamenom asaa; =1/aib
sab; = —b/a.

Ukoliko teorija predvida da prava prolazi kroz koordinatni pocetak, slobodni ¢lan b treba da bude jednak nuli.
U praksi je gotovo nemoguce statistickom obradom dobiti b = 0, te se taj uslov postavlja pri minimiziranju

odstupanja
n n
Z &k = Z(xik — axy)® = min
k=1 k=1

n n
5]
%E(xik — axy)* =2 Z(xik — axyp)(=xu,) =0
k=1 k=1

n n

2 D=1 XikXuk
XigXuk — @ ) Xy =0 = a=—(F———

n 2
k=1 k=1 ke=1Yulk

Konaéno, jos jedan znacajan parametar koji govori o tome u kakvom odnosu stoje dve veli¢ine x i y je
koeficijent korelacije r, koji moZe imati vrednosti —1 < r < 1, a racuna se kao

Cxy

Ox 0y

Primenjeno na slucaj odredivanja optimalne prave, kovarijansa Cy, odreduje se pomocu

n

1
Cxuxi = EZ(xuk — xyus) (Xik — Xis)

k=1
Varijanse su date standardnim odstupanjima
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n n
1 1
Ox, = EZ(xuk - xus)z , Ox; = EZ(xik - xis)2
k=1 k=1

Konacno, koeficijent korelacije postaje

1
ﬁZﬁ:ﬂxuk — Xus) (i — Xis) N Y R—1 XikXuk — Dh=1Xik Dh=1Xuk

r =
1 1
JﬁZﬁ:ﬂxuk - xus)z \/ﬁzz=1(xik - xis)2 JnZLl:lxik - (Z;(l=1xuk)2\/nzz=1 xizk - (Z;cl=1 xik)z

Za prave sa pozitivnim nagibom, r > 0, u suprotnom, za negativne nagibe, r < 0. Sto je r po apsolutnoj
vrednosti blize 1, to je korelacija ¢vrséa, a tacke malo odstupaju od optimalne prave. Odstupanje raste kako r
po apsolutnoj vrednosti opada i tezi nuli.

Metoda optimalne prave (minimuma zbira kvadrata odstupanja) moZe se uspesno primeniti i u slucajevima
kada je zavisnost izlazne veli¢ine od ulazne nelinearna sprovodenjem postupka linearizacije. Za zadatu
zavisnost x; = f(x,,), pronalaze se dve funkcije, f; i f5, ¢ijom se primenom na izlaznu i ulaznu veli¢inu dobijaju
nove velitine koje su linearno zavisne

xi =ax,+b, x; = filx), Xy = f2(xy)

ZaokruZivanje brojeva i ispisivanje rezultata

Pri ispisu rezultata, mora se voditi racuna o broju znacajnih cifara na koje se zaokruzuju merna nesigurnost i
merni rezultat. Nakon zavrsSenih prorac¢una, najpre se pristupa zaokruzivanju prosirene kombinovane merne
nesigurnosti, U, i to tako da dobijena vrednost ima samo jednu ili dve cifre razli¢ite od 0, odnosno jednu ili
dve znacajne cifre. Nakon toga se rezultat x; zaokruZuje na isto decimalno mesto na koju je zaokruZzena merna
nesigurnost.

Pravilno zaokruZivanje proSirene merne nesigurnosti:

1. ukoliko postoji samo jedna cifra razli¢ita od 0, proSirena merna nesigurnost se ostavlja u tom obliku;

2. ukoliko postoji vise od jedne znacajne cifre:

a. ako je U, < 10, zaokruZivanje se vrsi na jednu znacajnu cifru;

b. akoje 10 < U, < 100, zaokruZivanje se vrsi na dve znacajne cifre;

c. akoje U, = 100, merna nesigurnost se predstavlja u obliku (U, - 1073) - 103 = U/ - 103, gde
je U, =U,-1073. U zavisnosti od opsega u kom se nalazi U/, primenjuje se jedno od
prethodno izlistanih pravila 2.a, 2.bili 2.c;

d. od prethodnih pravila (2.a do 2.c) se odstupa iskljuéivo ako je eksplicitno naveden broj
znacajnih cifara na koje je potrebno zaokruziti mernu nesigurnost;

3. ukoliko je prva cifra ostatka koji se odbacuje veéa od 5 ili jednaka 5, a nakon nje postoji najmanje jedna
nenulta cifra, poslednja cifra koja se zadrzava uvecava se za jedan;

4. ukoliko je prva cifra ostatka koji se odbacuje jednaka 5, a nakon nje ne postoji ni jedna nenulta cifra,
poslednja cifra koja se zadrzava uvecava se za jedan ako je neparna, a ostaje nepromenjena ako je
parna;

5. ukoliko je prva cifra ostatka koji se odbacuje manja od 5, prilikom zaokruZivanja proSirene merne
nesigurnosti primenjuje se pravilo 5% koje kaze da se poslednja znacajna cifra ostavlja istom ako je
odbaceni deo prilikom zaokruZivanja manji od 5% rezultata. U suprotnom, poslednja znacajna cifra
uvedava se za 1.
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Primer 1: Neka je prosirena merna nesigurnost data kao U, = m,m,.d;d,d5, gde su m; i d; znacajne cifre,
pri ¢emu je m, # 0id3; # 0. Prema pravilu 2.b, broj znacajnih cifara u zaokruzenoj vrednosti U, bi¢e 2. Deo
koji se odbacuje je 0.d;d,d5. Ako je d; < 5, prema pravilu 5%:

- akoje 0.dyd,d; > 0.05U, sledi U, = m,mj,gdejem; =m; +1
- akoje 0.dyd,d; < 0.05U, sledi U, = m,my

Ako je dy = 5, imajuéi u vidu da je d3 # 0, sledi U, = m,mj, gde jem; = m; + 1.

Primer 2: Neka je proSirena merna nesigurnost data kao U, = 0.d;d,d5, gde su d; znacajne cifre, pri cemu je
d; # 0. Prema pravilu 2.3, broj znacajnih cifara u zaokruzenoj vrednosti U, bi¢e 1. Deo koji se odbacuje je
0.0d,d3. Ako je d, < 5, prema pravilu 5%:

- akoje 0.0d,d; > 0.05U, sledi U, = 0.dy,gdejed; =d; +1
- akoje 0.0d,d; < 0.05U, sledi U, = 0.d,

Ako je d, = 5, imajuéi u vidu da je d; # 0, sledi U, = 0.dj, gdejed] =d; + 1.

Nakon zaokruzivanja prosirene merne nesigurnosti, pristupa se zaokruzivanju srednje vrednosti rezultata i to
tako da se zaokruzivanje vrsi na decimalno mesto koje odgovara mestu najmanje znacajne cifre zaokruzene
prosSirene merne nesigurnosti, vodeci racuna da su i srednja vrednost i proSirena merna nesigurnost istog reda
veli¢ine (recimo, oba u metrima, nikako srednja vrednost u metrima, a proSirena merna nesigurnost u
centimetrima).

Pravilno zaokruZivanje mernog rezultata na k decimala:

1. ukoliko iza k-te decimale ne postoji ni jedna cifra razlicita od 0, rezultat ostaje u istom obliku;
2. ukoliko se iza k-te decimale nalazi cifra manja od 5, cifra na k-toj decimali se ne menja;
3. ukoliko se iza k-te decimale nalazi cifra ve€a od 5, cifra na k-toj decimali se uvecava za 1;
4. u koliko se iza k-te decimale nalazi cifra 5:
a. ako iza cifre 5 na (k + 1)-om mestu ne postoji ni jedna cifra razli¢ita od 0, cifra na k-tom
mestu ostaje nepromenjena ako je parna, a uveéava se za 1 ako je neparna;
b. ako se iza cifre 5 na proizvoljnom mestu nalazi bilo koja cifra razli¢ita od 0, cifra na k-tom
mestu se uvecava za 1.

Primer 3: Zaokrutziti sledece rezultate i odgovarajuce proSirene merne nesigurnosti:

m =526.13 kg; Um = 0.51 kg: m = (526.1 + 0.5) kg
m = 520 kg; Um = 0.02 kg: m = (520.00 + 0.02) kg
m = 300.055 kg; Um =0.042 kg: m = (300.06 + 0.04) kg
m = 17.64 kg; Um=0.33 kg: m=(17.6+ 0.4) kg

m =526.5 kg; Um =0.99 kg: m =(526+ 1) kg

m = 742.1163 kg; Um = 15.106 kg: m = (742 + 15) kg
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Zadaci

1. Iskazati najbolju procenu tacne vrednosti mernih rezultata prikazanih u tabeli.

Rezultat merenja Prosirena kombinovana Broj Najbolja procena
merna nesigurnost znacajnih cifara tacne vrednosti
X U. nesigurnosti U, (xxU)I]

(1] 374,313V 29,374V 1 (370 £30) V
[1] 1,451 A 78,25 mA 1 (1,45+0,08) A
[1] 2,258-10° kl/kg 24,1 ki/kg 1 (2,26 + 0,03)-10° ki/kg
[1] 8,1450 m 7,91 cm 1 (8,14 £ 0,08) m
[1] 9,561 kQ 9720 1 (10 + 1) kQ
1] 4,381 kg 0,321 kg 1 (4,4 +0,4) kg

2. Brojne vrednosti prikazane u tabeli u decimalnom zapisu izraziti u nau¢noj notaciji na zadati broj n znacajnih
cifara.

Decimalni zapis | Broj znacajnih cifara n Naucna notacija
[1] 23781 3 2,38-10*
(1] 0,0842 2 8,4-107
[1] | 0,000057035 4 5,704-10°
[1] 7340528 1 7-10°
(1] -375,48 2 -3,8:102
(1] 4500 3 4,50-10°

3. Normalni napon o koji deluje na Zicu kruZznog poprecnog preseka odreduje se na bazi merenja mase m kojom
se Zica opterecuje i precnika Zice d. Nesigurnost merenja mase je um, a nesigurnost merenja precnika Zice je
uq. lzvesti izraz za relativnu standardnu kombinovanu mernu nesigurnost merenja normalnog napona us/o.
Smatrati da su merenja mase i precnika Zice medusobno nekorelisane veli¢ine i da merenja nisu ponavljana.
Gravitaciono ubrzanje g je konstanta.

[1] [1] [1]
_ 4mg Jdo _ 49 Jo _ _8mg
rd? om  nd? aod zd?
[2] [1]
2 2 2 2
FIBEE [
nd m d m d

4. Posmatraju se funkcije gustine uniformne i trougaone raspodele, pu(x) i pr(x), sa istom srednjom vrednoscéu
U iistom polusirinom raspodele a. Koliku vrednost imaju funkcije pu i pr u srednjoj vrednosti u? Koliku vrednost
imaju koeficijenti prosirenja ky i kr na nivou statisticke sigurnosti od 100%? Kolika je verovatnoca da se x nalazi
u intervalu [u # a/2] u sluéaju uniformne raspodele (Py), a kolika je u slué¢aju trougaone raspodele (Pr)?
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(1] (1] (1] (1] (1] (1]

1
pulu) = 22 pr(p) = 3 ko= /3 ki = /6 Py (%) =50 % Pt (%)=75%

5. Pri merenju otpornosti instrumentom rezolucije 1 Q dobijen je uzorak prikazan u tabeli.

Redni broj merenja n 1 2 3 4 5
Otpornost R [Q] 101 97 99 103 100

Izraunati:

a) srednju vrednost uzorka x. i standardno odstupanje uzorka s,

b) standardnu mernu nesigurnost tip A ua i standardnu mernu nesigurnost tip B us (usvojiti uniformnu
raspodelu),

c) standardnu kombinovanu mernu nesigurnost uc i

d) prosirenu mernu nesigurnost U. (usvojiti Gausovu raspodelu na 95% intervalu statisticke sigurnosti).
ProsSirenu mernu nesigurnost U. zaokruZiti na jednu znacajnu cifru.

e) Iskazati najbolju procenu tacne vrednosti (xs + Uc).

(0,5] (0,5] (0,5] (0,5] (1] (1]

Xs =100 Q s=5Q ua=10Q =5k uc= = Q Uc=20Q

(1]

(X% U [1= (1002 2) Q

6. Na uzorku od 36 mernih rezultata merenja mase instrumentom rezolucije 2 g izraZena je najbolja procena
tacne vrednosti mase koja iznosi (20 + 2) g. Za prosirenu kombinovanu mernu nesigurnost usvojena je Gausova
raspodela na intervalu statisticke sigurnosti od 99,7%. Koliko iznose:

a) standardna kombinovana merna nesigurnost uc, standardna merna nesigurnost tip B us (za us usvojiti
uniformnu raspodelu) i standardna merna nesigurnost tip A ua,

b) standardno odstupanje srednje vrednosti Sy s standardno odstupanje uzorka s i srednja vrednost rezultata

merenja Xs.

(1] (1] (1] (1] (1] (1]

o
oq

1
Ua = S _gg s=2g xs=20g

Wl
oq
m><
1

U‘Z u
c3g B
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